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SUMMARY

The work presents selected truss models used in design of short corbels,
which served as grounds for the calculating truss model proposals adopted
in the European and the Polish standards. The work provides a detailed
discussion of individual theoretical models, along with the standard
recommendations. It contains a comparison of corbel load capacities
obtained from experimental tests — carried out by various researchers —
with the capacities calculated by means of the models in question.

1. INTRODUCTION

Corbels constitute an important element of reinforced concrete frame structure used in residential, commercial
and industrial building, as well as in bridges along with underground construction. Corbel is what we call a
console-shaped element, whose arm ratio a, that is subjected to the concentrated force F, (Fig.1) — referred to
the height of the corbel ,i” should not exceed the unity (a, < k).

The a,/h ratio, whose maximum is limited to the unity, leads to the state of stress of the corbel being dominated
by shear. This state of stress is approximating the stress found in deep beam corner.

Corbels are mostly designed to support concentrated forces applied on their upper edges. Sometimes, aside
from the vertical concentrated forces F,, corbels additionally have to take over the horizontal force H (Fig.1),
exerted by the beams lying on the corbel that are subject to contraction, creep or a variable temperature
gradient.
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Fig. 1. Reinforcement and crack pattern for corbel with a, /h < 0.6

Reinforced concrete corbels can be subject to different modes of failure, which may result from the steel yield
in the main tie reinforcement, including the yield of horizontal or vertical stirrups, or else the inclined stirrups if
any. Another reason why load capacity is lost, found in stronger reinforcements, could be the damage to the
concrete structure in the lower compressed corner, or a split that is revealed by a diagonal crack along the whole
height of the corbel (Fig.1).

Another cause of lowering or even total loss of load capacity can be crushing of concrete in the direct
neighbourhood of the steel bearing plate transferring the load to corbel arm.
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RESUMEN

El trabajo presenta una seleccion de modelos de celosia usados para el
disefio de ménsulas cortas, los cuales sirven como base para las propuestas
de calculo del modelo de celosia adoptado en las normativas europeas y
polaca. El trabajo presenta una detallada discusién de modelos tedricos
individuales, junto con recomendaciones normativas. Contiene una
comparacioén de las capacidades resistentes de las ménsulas obtenidas de
ensayos experimentales — llevados a cabo por varios investigadores — con
las capacidades calculadas mediante los modelos en cuestion.

1. INTRODUCCION

L.as ménsulas cortas constituyen un elemento importante de la estructura de hormigdn armado usado en edificios
de uso industrial, comercial y residencial, asi como en los puentes y en la construccion subterranea. Una ménsula
corta es un elemento con forma de consola, en la que la relacién entre el brazo a, asociado a la carga puntual F,,
(Fig. 1) y la altura de la ménsula corta “2” no debe superar la unidad (@, < h).

La relacién aF/h, cuyo maximo valor esta limitado a la unidad, conduce a un estado de tensiones en la ménsula
corta dominado por el esfuerzo cortante. Este estado tensional es aproximadamente el mismo que encontramos en
el extremo de una viga de gran canto.

En general, las ménsulas cortas estan disefiadas para soportar cargas puntuales aplicadas en su borde superior. A
veces, aparte de las cargas puntuales F,, las ménsulas cortas tienen que soportar la fuerza horizontal I/ (Fig. 1),
ejercida por las vigas que apoyan en dichas ménsulas y que estan sometidas a contraccion, retraccion o a un
gradiente de temperatura variable.

jARRY4NRREN

Fig. 1. Armadura y mapa de fisuras para una ménsula corta con a./h < 0,6

Las ménsulas cortas de hormigén armado pueden presentar diferentes modos de fallo, el cual puede producirse por
la superacion del limite elastico del acero de la armadura del tirante principal, incluyendo la plastificacién de los
estribos verticales y horizontales, o incluso de los estribos inclinados si existieran. Otra razén por la que se pueda
perder la capacidad de carga, la cual aparece con armaduras de alto limite elastico, podria ser el dafio a la
estructura de hormigén en fa zona comprimida inferior, o una fractura que se manifiesta como una fisura diagonal
a lo largo de toda la altura de la ménsula corta (Fig. 1). Otra causa de la pérdida parcial, o incluso total, de su
capacidad resistente puede ser la superacion de la resistencia a compresion del hormigén en la zona mas proxima
a la plancha de apoyo que transfiere la carga a dicha ménsula.

El peligro de sobrecargar una estructura de hormigéon armado se manifiesta a través de la fisuracién donde, al igual
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The overload danger for the reinforced concrete structure is signalled by cracks, where, similar to the beams,
the diagonal cracks give greatest reasons to be concerned. Diagonal cracks in the corbels appear relatively
early, which is why they do not always have to signal the need to reinforce the corbels or limit their load. On the
other hand, the cracks cannot be ignored. This applies in particular to diagonal cracks, which deeply penetrate
into nearly the whole depth of the corbel towards the compressed corner — Fig.1.

When designing corbels a problem is posed by the choice of a proper calculation model for the element, which
according to the research depends on the a,/h ratio, the way the load is applied, the type of reinforcement, etc.
The calculation model should also take into account the dislocation of the internal forces resulting from the
crack, even more so as corbel is a structure element that is very vulnerable to all types of shortcomings in
shaping the reinforcement.

2. CORBELS

Column corbels can have a rectangular or a trapezoid shape. As seen from the course of the principal stress
trajectories (Fig.2) the shape has no influence on the state of stress within the corbel, as in the case of a load
applied to the upper edge the rectangular bottom external corner is free from stresses.

2) edge b
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Fig. 2. The principal stress trajectories [13]: a) trapezoid corbel, b) rectangular corbel

The dimensioning concepts both for cantilever beams (Fig. 3a) and for short corbels (Fig. 3b) are attributed to
the works of Rausch, which date back to the twenties of XX century [40], and later — to the fifties [41].

Both the Rausch’s early works and his book [39] recommended the use of inclined reinforcement at 45° against
the element axis (Fig. 3).

a
a) b) . F ﬁ/

4
LAl
"
|

Fs
_ K
bz

Fig. 3. The Rausch scheme of: a) short cantilever beam, b) corbel
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que en las vigas, las fisuras diagonales ofrecen las pistas mas relevantes a tener en consideracion. La fisuracion
diagonal en las ménsulas cortas aparece relativamente temprano, lo cual no tiene siempre que apuntar la necesidad
de reforzar la ménsula o limitar la carga. Asimismo, no podemos ignorar dicha fisuracién. Esto ultimo se aplica en
particular a la fisuracion diagonal, la cual se propaga profundamente en casi todo el canto de la ménsula corta hacia
el extremo comprimido (Fig. 1).

En el disefio de ménsulas cortas se plantea el problema de la eleccién de un modelo de célculo adecuado para
dicho elemento, el cual, de acuerdo con Ia investigacién depende de la relacién a,./k, el modo de aplicacion de la
carga, el tipo de armadura, etc. El modelo de calculo deberia igualmente tener en cuenta la nueva configuracion de
fuerzas internas que resulta después de la fisuracion, sobre todo debido a que la ménsula corta es un elemento
estructural que es muy vulnerable a todo tipo de cambios en la disposicién de la armadura.

2. MENSULAS CORTAS

Las ménsulas cortas pueden tener una forma rectangular o trapezoidal. Tal y como se puede deducir de las
direcciones de las trayectorias de las tensiones principales (Fig. 2), la forma no tiene influencia en el estado
tensional de la ménsula; como en el caso de una carga aplicada en la fibra superior de una ménsula rectangular
cuyo borde extremo inferior esta libre de tensiones.

a) b)
Fibra
traccionada

comprimida

Fig. 2. Las trayectorias de tensién principales [13]: a) ménsula trapezoidal, b) ménsula rectangular

Las bases del dimensionamiento para vigas en voladizo (Fig. 3a) y ménsulas cortas (Fig. 3b) se atribuyen a los
trabajos de Rausch, los cuales se originan desde los afios 20 [40] hasta la década de los 50 [41].

Los primeros trabajos de Rausch y su libro [39] recomendaban el uso de una armadura inclinada a 45° respecto al
eje del elemento (Fig. 3).
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Fig. 3. El esquema de Rausch de: a) una viga en voladizo, b) una ménsula corta.
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According to the Rausch concept, for a beam part equal to the size of the arm of internal forces (z = 0.85d) the
inclined reinforcement was to take over the F_ = FV/\/Z force, which resulted in the amount of transverse
reinforcement being overstated without a significant rise in its efficiency.

In the fifties of XX century W. Zalewski [57] initiated a Force Flux Method (known later as Truss Model or Struts-
and-Ties Model) applied to the corbels, which was then incorporated in the Niedenhoff [33] proposal who, based
on his own extensive research, suggested — with reference to the course of the principal stress trajectories — a
scheme of a two-members truss, where the inclined bars from the Rausch model were replaced by one inclined
strut isolated from the concrete block of the corbel (Fig. 4).
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Fig. 4. Niedenhoff corbel model

The compression strut, along with the tension force in the main reinforcement at the upper tension corbel edge
was according to Niedenhoff supposed to take over the vertical force applied to the corbel. This extremely
simplified Niedenhoff’'s scheme is superior to the Rausch model not only thanks to its simplicity but also because
it reflects the state of effort more faithfully by exposing the compression concrete truss element (strut), whose
rigidity compared to the inclined reinforcement is much greater. When analysing the state of stress of a
reinforced concrete corbel one should account for its performance in phase Il (after the cracks appear), as
cracks occur in the corbel very early, most frequently after the working load has been applied. Figure 5 presents
an example of corbel cracks morphology against the background of principal stress trajectories.

Fig. 5. Crack pattern against the principal stress trajectories of a corbel
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De acuerdo con los planteamientos de Rausch, para la zona de la viga cuyo tamafio es igual al brazo de las fuerzas
internas (z = 0,85d), la armadura inclinada se disponia para soportar la fuerza F = FV/\/2, la cual se disponia con
una cuantia de armadura transversal superabundante sin un aumento significativo en su eficiencia.

En los afios 50, W. Zalewski [57] inicié un Método de Flujo de Fuerzas (conocido mas tarde como Modelo de Celosia
0 Modelo de Bielas y Tirantes) aplicado a las ménsulas cortas, el cual fue incorporado a la propuesta de Niedenhoff
[33] quien, basandose en una investigacion exhaustiva, sugirié — con referencia a la direccién de las trayectorias de
las direcciones principales — el esquema de celosia con dos elementos, donde las barras inclinadas del modelo de
Rausch fueron reemplazadas por una biela inclinada aislada en el bloque de hormigén de la ménsula (Fig. 4).

AR
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_______ compresion
traccion

Fig. 4. Modelo de ménsula corta de Niedenhoff

La biela de compresién, con la fuerza de tension a lo largo de la armadura principal de la fibra superior de la
ménsula, era coherente con la propuesta de Niedenhoff suponiendo que soportaba la fuerza vertical aplicada sobre
la ménsula. Este esquema de Niedenhoff tan extremadamente simplificado es superior al modelo de Rausch, no
sélo debido a su simplicidad sino también porque refleja el estado de esfuerzos de un modo mas convincente por
reflejar un elemento de celosia comprimido de hormigén (biela), cuya rigidez comparada con la de la armadura
inclinada es mucho mayor. Si analizamos el estado de tensiones de una ménsula corta de hormigdén armado
deberiamos tener en cuenta su estado en fase Il (después de la aparicién de fisuras), ya que la fisuracion aparece
muy temprano en dicha ménsula, en su mayor parte después de que la carga de servicio haya sido aplicada. La
Figura 5 muestra un ejemplo del esquema de fisuracién en una ménsula corta superpuesta con las trayectorias de
las tensiones principales.

Fig. 5. Mapa de fisuracién sobre las trayectorias de las tensiones principales de una ménsula corta
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As seen, the course of the cracks is almost directly related to the trajectories of the principal compressive
stresses. Having considered the morphology of the cracks presented in Fig. 5, Niedenhoff and Franz [10], [33]
suggested a simple designing scheme for the main reinforcement (Fig. 6a), and simultaneously offered what they
thought to be the optimal reinforcement designing concept as seen in Fig. 6b. According to this concept the
section of the stirrups should be equal to 0.25 4_ of the main reinforcement.
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Fig. 6. Corbel according to the research by Franz and Niedenhoff: a) calculation model, b) reinforcement

y:d=(1-p)+d B-d

Fig. 7. The truss model by Mehmel-Becker

To make the two-bar truss denser, Niedenhoff, Mehmel and Becker [25] proposed a statically indeterminate five-
bar truss, as seen in Fig. 7. The unknown here is the X force occurring in bar 4, which links two supporting
systems consisting of bars 1-2 and 3-5 (Fig. 7). The way to determine the supernumerary X, in stage | and X, in
the stage after the cracks appear has been described in the author’s monograph [30].

When analysing two static models of the corbel against the context of the minimum strain energy, one in the
form of a cantilever beam, and the other in the form of a truss model, Hagberg in his work [16] concludes that
corbels of arm / = a,. < 1.5 z should be analysed by means of the truss model, whereas the statically determinate
Franz—Niedenhoff model showed a lower strain energy value than the statically indeterminate Mehmel-Becker
model.

Extensive research of corbels undertaken during the same period by Robinson [45], [46], served as the basis for
his own proposal of a truss model — Fig. 8.
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Como podemos ver, la direccidn de las fisuras esta practicamente relacionada con las trayectorias de las tensiones
principales de compresion. Habiendo considerado el esquema de fisuracion presentado en Fig. 5, Niedenhoff y
Franz [10], [33] sugirieron un esquema simplificado de disefio para la armadura principal (Fig. 6a), y a su vez
presentaron lo que ellos pensaban que era el disefio 6ptimo para dicha armadura tal y como se muestra en la Fig.
6b. Segun este planteamiento, el area de los estribos deberia ser igual a 0,25 A4, veces el drea de la armadura
principal.
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Fig. 7. Modelo de celosia de Mehmel-Becker

Para hacer la celosia de dos barras mas densa, Niedenhoff, Mehmel y Becker [25] plantearon una celosia
hiperestatica de cinco barras, tal y como se puede ver en la Figura 7. La variable aqui es la fuerza X de la barra 4,
la cual sirve de union a los dos sistemas de apoyo formados por las barras 1-2 y 3-5 (Fig. 7). El modo de determinar
la incognita X, en la fase | y X, en la fase posterior a la apariciéon de fisuras ha sido descrito en un trabajo
monografico de la autora [30].

Al analizar los dos modelos estaticos de la ménsula corta bajo el principio de minima energia de deformaciones,
siendo uno de ellos el de un voladizo y siendo el otro el modelo de celosia, Hagberg, en sus investigaciones [16],
concluyé que las ménsulas de brazo / = a, < 1,5 z deberian ser estudiadas por medio del modelo de celosia,
mientras que el modelo isostatico de Frank-Niedenhoff presentaba un valor de energia menor en las deformaciones
que el modelo hiperestatico de Mehmel-Becker. Varias investigaciones de ménsulas cortas llevadas a cabo durante
el mismo periodo por Robinson [45], [46], sirvieron de base para el planteamiento de su propio modelo de celosia
- Fig. 8.
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Fig. 8. Robinson corbel model

Robinson verified the agreement of the calculation results with the experimental tests results by means of his
own research, as seen in Fig. 9. The failure forces obtained based on the model proposed by Robinson showed
poor agreement with the results of the experimental tests (the calculation results were higher than the

experiment results 1? = e 0.64). Still however Robinson’s research was important in that it helped us learn
vu,cal

about the failure mode and role of the horizontal stirrups in extremely short corbels.

2400

2200 ¢ Corbels with stirrups
0 Corbels without stirrups

2000 n=10

— Fvu,exp = Fvu,cal

1800 === Fvu,exp/Fvu,cal = 0.64
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4
1400
1200

1000 <

800 F
o Vuexp
600 = dn n= 7 =0.64
Vucal

Experimental failure load Fvu,exp [kN]

400
200 n=51 §=0.063 v =0.098

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400
Calculation failure load Fvu,cal [kN]

Fig. 9. Verified version of Robinson’s model

By employing, as did Hagberg in his work [16], the rule of minimum strain energy Zarzycki [58], [59] formulated
his own short corbel truss model — Fig. 10.

The model referred to the results of the experimental tests performed on a double-arm reinforced concrete corbel
of constant geometry and dimensions. The corbels tested in 10 batches, each containing 3 specimens, were 30
cm width and their reinforcements differed in shape and strength. Rectangular-shaped corbels had effective
depth d = 25cm and were subjected to concentrated forces F, located at the distance of a,. = 18 cm, counting
from the column face.
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Fig. 8. Modelo de ménsula corta de Robinson

Robinson contrasté los resultados de calculo con los resultados experimentales mediante sus propias
investigaciones, como se muestra en la Figura 9. Los esfuerzos de disefio obtenidos con base en e! modelo
propuesto por Robinson presentaron escasa concordancia con los resultados experimentales (los resultados de

F
—ep — 0,64 ). Sin embargo, las investigaciones de

calculo fueron mayores que los resultados experimentales n =
vu,cal

Robinson fueron atin importantes en el sentido de que nos ayuddé a comprender el modo de fallo y el papel jugado
por los cercos en ménsulas extremadamente cortas.

2400

2200 4 Meénsulas cortas con estribos

3 Ménsulas cortas sin estribos
2000 n=10

e Fvu, exp = Fyu, cal

1800 e v, exp / Fvu, cal = 0.64

1600 ¢ s

‘
1400
1200
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800 _ F;,
1,ex
600 = do n=—"L=0.64

Vu cal

Carga iltima experimental Fyvu, exp [kN]
*
+
>

400
200 n=51 §=0.063 v =0098

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400
Carga \ltima de cilculo Fvu, cal [kN]

Fig. 9. Versién contrastada del modelo de Robinson

Empleando, tal y como hizo Hagberg en sus trabajos [16], el principio de minima energia de deformaciones,
Zarzycki [58], [59] formuld su propio modelo de celosfa para ménsulas cortas — Fig. 10. El modelo responde a los
resultados experimentales llevados a cabo en una ménsula corta de doble brazo de hormigén armado con
dimensiones y geometria constantes. Las ménsulas cortas ensayadas en 10 series, cada una de ellas compuesta
por 3 ensayos, tenian un ancho de 30 cm y sus armaduras diferian en naturaleza y en disposicién. Las ménsulas
cortas con forma rectangular tenfan un canto efectivo d = 25 cm y estaban sometidas a cargas puntuales F,
situadas a una distancia ¢, = 18 cm desde el borde del pilar.
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compressive
force flux

Fig. 10. Zarzycki truss model [58]

The Zarzycki truss model, correct analytically, is alternative to the Franz-Niedenhoff model, mainly as regards
the constant angle of inclined reinforcement (45°).

The truss models in question had one common assumption that was the constant depth of the compression zone,
and what follows the constant value of the external forces arm — independent of different parameters that
influence on the load carrying capacity of the corbel, including the most crucial one — shear span-effective depth
ratio (formulated as a,/h or a,/d).

In his work [11] Franz upheld the earlier Niedenhoff’s proposal of the simple truss model as the one that best
mirrors corbel performance. He noticed that corbel stirrups of moderate arm a,./d<1.0 had small influence on the
load carrying capacity and could be ignored in the calculation model. While he also noted that the adoption of
constant depth of the compressed concrete zone {e.g. x = 0.2d as assumed by Mehmel in his work [26]) was by
far too great a simplification. Franz assumed that compression zone x could change, often significantly, from x
= 0.2d at low main reinforcement ratio (p ), to x = 0.784 at high ratio p_= 0.03. The shape of the compression
stresses diagram at section x was assumed by Franz to be a parabolic and rectangular curve, and situated the
resultant force F, at the distance of 0.4x from the compressed corner assuming the filling factor to be o = 0.8
(Fig. 11).
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Fig. 11. Franz’s corbel failure model [11]
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Fig. 10. Modelo de celosia de Zarzycki [58]

El modelo de celosia de Zarzycki, analiticamente correcto, es semejante al modelo de Frank-Niedenhoff,
principalmente en lo que respecta al angulo constante de la armadura inclinada (45°).

L.os modelos de celosia en cuestidn tenfan un punto en comun que era el canto constante de la zona de compresioén,
y consecuentemente, el valor constante del brazo de las fuerzas externas - independientes de los distintos
parametros que influyen en la capacidad resistente de la ménsula corta, incluyendo la mas importante, esto es, la
relaciéon de luz a cortante y canto efectivo (conocida como a,./h o a,/d).

En su trabajo [11] Frank, defendié el primer planteamiento de Niedenhoff de un modelo de celosia simple como el
mejor modelo que explicaba el funcionamiento de las ménsulas. Se percatdé de que los estribos de la ménsula de
brazo pequefio a,./d < 1,0 tenian una baja influencia en la capacidad resistente y de que su existencia podia ser
ignorada en el modelo de calculo. Ademas, también sefialé que la adopcion de un canto constante en la zona
comprimida (por ejemplo x = 0,2 d tal y como supuso Mehmel en sus investigaciones [26]) era una simplificacién
demasiado arriesgada. Frank supuso que la zona de compresion x podia cambiar, a menudo de un modo
significativo, de x = 0,2 d para cuantias bajas de la armadura principal (p,), a x = 0,78 d para cuantias altas del
orden de p_ = 0,03. La forma del diagrama de tensiones de compresion en la seccion x supuesto por Frank era una
curva parabola - rectangulo, donde la fuerza resultante F, estaba situada a una distancia de 0,4 x del extremo
comprimido y el factor de conversiéon era a = 0,8 (Fig. 11).

FS
8r
R Vu
Es‘:As'ﬁ’s:b'dﬁ/s‘ Ps Fvu
N l » FC
fisura Fs = tany
.z Vu
punto de rotacion F,
u
Fo=
. cosy
N a
\\\ __F_ = tan 'y
XN z

04?'){\//( —Z—f—= tan d

b - ancho de la ménsula

Fig. 11. Modelo de fallo de la ménsula corta de Franz [11]
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After this work, newly proposed corbel models all accounted for — with different assumptions — the changeability
of the compression zone depth. Hagberg in his work [17] presents the scheme of forces in the corbel under
vertical load based on the truss model for corbels with horizontal and inclined stirrups, and also for corbel
subjected to vertical force and a horizontal force simultaneously.

Figure 12 shows the Hagberg model example for a corbel with horizontal stirrups, subjected to vertical force on
the upper edge.

FVu

Fig. 12. Hagberg’s scheme of forces in corbel with horizontal stirrups [17]

Employing the force distribution shown in Figure 12, the following dependence can be adopted:

F, F, Fy

s S

" tan G tanp, B tan

vV

)

where: F =A xf - forcein the main reinforcement,

F,. =4, X]:,’ .~ force in horizontal stirrups,

FX = Fs + st'

In turn tanf according to [17] can be derived from the following equation:

]tan"“ﬂ+2'f"F'ﬂ-tanﬂ+1=0 (2)

X

| 2fdb
Fy

where: b — corbel width,

/., —compressive concrete strength,

d= dl Fs +(]2 'Fs'w
Fy
F,
cE—=t—
f.-b-sinf

Values of tanf3, and tanf, are defined by the following dependencies:

_ap+0.5-c-cos

tan g, = 3
A d,—05-¢c-sinp (3a)
ap+05-c-cosp
tan f, =
P = 05 e osin g (3b)
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Posteriormente, todos los modelos de ménsulas cortas de nuevo planteamiento tuvieron en cuenta — bajo diferentes
puntos de vista — la profundidad variable de la zona de compresion. Hagberg en su trabajo [17] presenta el esquema
de fuerzas en la ménsula corta bajo carga vertical basandose en el modelo de celosia para ménsulas cortas con
estribos horizontales e inclinados, e incluso para la ménsula corta sometida a fuerzas verticales y horizontales
simultaneamente.

La Figura 12 muestra un ejemplo del modelo de Hagberg para una meénsula corta con estribos horizontales,
sometida a una carga vertical en su fibra superior.

Fig. 12. Esquema de fuerzas en una ménsula corta con estribos horizontales de Hagberg [17]

Empleando la distribucién de fuerzas mostrada en la Figura 12, podemos adoptar la siguiente relacion

F/ — Fv F;'w — E\’ (1)
" tan p tanf, tanpf
donde: F =4, Xf;’-’ — fuerza en la armadura principal,

W

F_=A_xf —fuerza en los cercos,
SW Yosw
F,=F +F_.
< s Ry
Asimismo tanf, de acuerdo con [17], puede ser deducida de la siguiente ecuacion:

{l_z.fc.d.b

X

2-f.-b-a

]tanzﬂ+ Etanf+1=0 (2)

X
donde: b - ancho de la ménsula corta,

fc— resistencia a compresion del hormigén,

d= dl 'F;+d2'va )
Fy '
Fy
c=——"——.
f.-b-senf

Los valores de tanf, y tanf3, se definen en las siguientes expresiones:

ap+0.5-¢c-cosf

tan f; =
A d—0.5.¢c-senf (32)
ap+0.5-¢c-cos B
tan p, = b
& dy,—-05-c-senf (3b)

I CUADERNOS INTEMAC N° 69 - £ TRIMESTRE ‘08 < o ; " 17




The effort of a compression strut can, according to Hagberg, be determined by adopting a simplified model
referring to the Franz-Niedenhoff truss, where the compression strut is dependent on the width of corbel and
bearing plate — Fig. 13.

Fig. 13. Relation between the geometry and the calculation model of load carrying capacity according to [17]

The following dependencies derive from Figure 13:

_ap +0,5w,

tan :B max d

> Crnax = W)+ €OS ,B ‘max *

Based on the above dependencies and relations F_=f - b - ¢ ., and if we adopt the bearing plate width of w ,

the obtained value is F, .~ from the following formula:

2
FV,max = fL 'b'wp " COos ﬂmax (4)

By using the dependency derived from Hagberg’s model one is able to calculate the operational depth of corbel
d (having a priori adopted the W, b bearing plate dimensions) for the F, force, applied to a, arm from the
following formula:

F,

d>(ap +0.5w,) |—Fr
@r ») Jea bW, —Fy

(5)

With the corbel being simultaneously subject to the following forces: vertical F,, and horizontal H, Hagberg
ignores, for the benefit of safety, the participation of stirrups, whereas the whole tensile force is attributed to the
main reinforcement 4.

When verifying his formulas — based on the results of experimental Hermansen’s tests, carried out at Herriot
Watt University on 40 corbels [19], Hagberg claimed his results were satisfactory as the ratio of experimental

FV LeXp

failure forces to the calculated ones exceeded unity, with the ;= =1.19, at standard deviation s = 0.15.

V.,eal
Hagberg also verified his model against the results of Kriz and Raths tests [20]. Depending on the failure mode,
the value he obtaind was 5 = 1.03 (for 23 corbels destroyed as a result of yielding steel in the main
reinforcement) and 5 = 1.15 for 10 corbels, where the concrete between inclined cracks was damaged. Figure
14 presents the Hagberg’s model verified against the results of Kriz and Raths tests.
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El esfuerzo de una biela de compresion puede, de acuerdo con Hagberg, determinarse adoptando un modelo
simplificado semejante a la celosia de Frank-Niedenhoff, donde la biela de compresién es dependiente del ancho
de la ménsula y de la plancha de apoyo - Fig. 13.

Fig. 13. Relacion entre la geometria y el modelo de célculo de la capacidad resistente segun [17]

Las siguientes expresiones se deducen de la Fig. 13:

ap +0,5w,

tan B, = p

> cmax max *

= W'p +COS

Basandonos en las expresiones anteriores y la relacion F_=f_- b- c_. v si definimos como ancho de la plancha de

apoyo w,, el valor resultante es F\ .. d€ la siguiente formula:

FV,max = fc b Wy '0052 ﬂmax 4)

Usando las expresiones deducidas del modelo de Hagberg, somos capaces de calcular la profundidad d de la
ménsula corta (suponiendo a priori las dimensiones w,,- b de la plancha de apoyo) para la carga F',, aplicada con un
brazo a, de la siguiente formula:

F,
d 2 a +O.5W . ————,—— 5
@r ») fua bW, —Fy )

Con la ménsula corta sometida simultaneamente a las siguientes cargas: carga vertical F,, y horizontal H, Hagberg
no tenia en cuenta, para estar del lado de la seguridad, la colaboracién de los estribos, mientras que toda la fuerza
de traccién era absorbida por la armadura principal 4.

Para contrastar sus férmulas — basadas en los resultados experimentales de Hermansen, llevados a cabo en la
Herriot Watt University sobre 40 ménsulas cortas [19], Hagberg declaré que sus resultados eran satisfactorios ya

- F
‘e . . . V,ex

que la relacién entre las cargas experimentales de fallo y las calculadas excedieron la unidad, con 77 = —22P 1,19

y una desviacion estandar s = 0,15. Vcal

Hagberg también contrastd su modelo con los resultados de los ensayos de Kriz y Raths [20]. Dependiendo del
modo de fallo, el valor obtenido fue 5 = 1,03 (para 23 ménsulas cortas cuyo fallo fue la superacion del limite elastico
en la armadura principal) y 5 = 1,15 para 10 ménsulas cortas, donde se supera la capacidad resistente del hormigon
entre las fisuras inclinadas. La Figura 14 compara los valores obtenidos con el modelo de Hagberg con los
resultados de los ensayos de Kriz y Raths.
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Fig. 14. Hagberg's model [17] verified against the Kriz and Raths tests results [20], FT - failure through steel yield, FC- failure of
compressive concrete strut

Summing up, practical applicability of Hagberg's model should be positively evaluated, although this model
might seem to overestimate the role of the bearing plate.

The calculation model suggested by Nagrodzka-Godycka, verified through own and foreign experimental tests
[27], [28], also accounts for the changes in the compression zone. This model allows the calculation of load
carrying capacity as regards the steel of the simple two-member truss, while for the concrete it uses the
compressive concrete strength for shearing specified by means of the Mohr hypothesis, adopting for the purpose
a curve tangent to limit stress circles f, and f, in the form of second grade parabola, in the version offered by
Leon [21].

Fig. 15. Reinforced concrete corbel failure model [28]

20 INTEMAC QUATERLY No 69 - 1th QUARTER 08



A I:vu,exp [kN]

- 800

- 600
_ F Vu exp

Vit ,cal

- 400

F

200 400 600 800

=10

vu,cal

[kN]

Fig. 14. Modelo de Hagberg [17] contrastado con los resultados experimentales de Kriz y Raths [20], FT - fallo por superacién del
limite elastico del acero, FC- fallo por la biela de hormigén comprimida

En resumen, la aplicacion practica del modelo de Hagberg podria ser valida, aunque el modelo pudiera parecer que

sobreestima la influencia del apoyo.

El modelo de calculo propuesto por Nagrodzka-Godycka, contrastado por su propia campafia experimental

[27],

[28], también tiene en cuenta una zona de compresion variable. Este modelo permite el calculo de [a capacidad
resistente considerando el acero mediante la celosia de dos elementos, mientras que para el hormigén considera
la resistencia a compresion utilizada para el esfuerzo cortante por medio de la hipotesis del circulo de Mohr,
adoptando para eflo una curva tangente a los circulos de tension limite f, y f,, en la forma de una parabola de

segundo grado, en la version ofrecida por Leon en [21].

R Vu
r
_____ N
—_ p— _\._
X
Re
1 <
N o

Fig. 15. Modelo de fallo de la ménsula de hormigén armado [28]
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a
. tanv
d
Fig. 16. Scheme for derivation of v angle (of inclination Fc towards the vertical axis)

In turn, the fCT strength determined by Mohr’s hypothesis can be expressed by the following formula:

o,
[1+—")- /.
o,
Jer = o\ Y (6)
(I_ML) +4[ .\y}
o, o,

tn order to find the value of f one should calculate angle ¥, at which the resultant of compressive stresses is
inclined against the vertical axis, according to the failure mode — Fig. 15. To this aim — as in [11] — geometrical
dependencies resulting from the Tales circle, circumscribed on corbel, were used, as shown in Fig. 16.

P S
a 4
tany = @)
1+tan? —(1—& 2 J ~ tany
a [&
where: tany = a,/d,
p,=AJb x d,
a = 0.9 — conversion factor of curvilinear diagram of stresses at ¢ section for rectangular diagram
(Fig.16).

Having calculated tany by means of formula (7) one can calculate the reduced strength f, from the following

formula:
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FVu

F.=
€ cosy

Fs
——=tanvy
Vu

a
b - ancho de la ménsula —dL= tanv

Fig. 16. Esquema de determinacion del angulo v (de inclinacion Fc con el eje vertical)

Asimismo, la resistencia f, determinada con ayuda del circulo de Mohr puede ser enunciada con la siguiente
formula:

BEa)
O-.\' O.,\'

Para determinar el valor defcr, se debe calcular el angulo ¥, en el que la resultante de las tensiones de compresion
esta inclinada respecto al eje vertical, segun el modo de fallo— Fig. 15. Tal y como se explica en [11], sirven los
condicionantes geométricos del circulo de Tales, circunscrito en la ménsula corta, como se muestra en la Fig. 16.

P o
a f
tany =
s 7
\/l+tan2q/—(l——’€s--—fi~)-tany/ 0
@ f.

donde: tany = a,./d,
p,=AJbxd,

a = 0,9 — factor de conversién del diagrama curvilineo de tensiones en la seccion ¢ para el diagrama
rectangular (Fig. 16).

Habiendo calculado tany por medio de la formula (7), podemos calcular la resistencia reducida f,_ con la siguiente
férmula :
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for = — | fe=K S (8)
) | 4]
tan y tany

Having calculated f,_, the failure ultimate moment can be calculated by means of a force application scheme for
F_ inarmz - Fig.15.

Muza.fcr.b.x.(d—%), (9)

whereas the failure ultimate force can be obtained from ; thus

: M
F,ﬁ:l — 1 (10)
ar

The model in question was verified against the results of experimental Kriz and Raths tests [20] for corbels at
a,ld > 0.2 ratio, excluding corbels with what is called secondary failure mode (e.g. due to the damage of the
corbel end or crushing of concrete under the bearing plate), and against Mattock’s and other tests [24]. The ratio
of experimental breaking force to the calculated one was (for 56 corbels) 1.13; at standard deviation of 0.191
and coefficient of variation 0.168 — Fig. 17.

¢ Corbels without stirrups Kriz and Raths
A Corbels with stirrups Kriz and Raths
s Corbels without stirups Mattock

~ Corbels with stirrups Mattock

900 -
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= 700 -
o A . .
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. 600 n=>56 s 4 . *
. .
9 .
o 500 s=0.191 s o/ ’°
@
@ —
. A ¢ —
Z 400 | v=0.168 n=1.0
"...; o &/
Rl (4
c 300 M *
E
P
®
%
x
I

e By, @xp = Fyu,cal

i
|
|
1
|
‘ ——Fvu,exp/Fvu,cal = 1.13
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Calculation failure load Fyy ca [kN]

Fig. 17. Verification of Nagrodzka-Godycka model against Kriz and Raths [20] and Mattock [24] tests results

According to EN 1990 [39] the design resistance R is expressed as

1
R;=—R(x,) (11)
Y Ra

where
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1 2
1+[ ; j
any
fcr = 5
1 2 | 2
tany tany

Una vez calculado f,, el momento en estado limite Gltimo puede ser calculado por medio de un esquema de
aplicacion de fuerza para F, de brazo z — Fig.15.

Af,,za-fcr-b-x~[ci—§), (9)

mientras que la fuerza en estado limite Ultimo puede ser deducida de ; esto es:

F’Cal _ M u

4%

o (10)

El modelo en cuestion fue contrastado con los resultados experimentales de los ensayos de Kriz y Raths [20] sobre
ménsulas cortas con una relacion a,/d > 0,2, excluyendo aquellas ménsulas cortas que colapsaron en el llamado
modo secundario de fallo (p.ej. debido al dafio en el extremo de la ménsula o a la superacion de la resistencia a
compresién del hormigon bajo la plancha del apoyo), y los resultados de los ensayos de Mattock y otros [24]. La
relacién entre la carga ultima experimental y la calculada fue (para 56 ménsulas cortas) de 1,13; con una desviacién
estandar de 0,191 y un coeficiente de variacién de 0,168 — Fig. 17.
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© . 4
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R ] o <
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Fig. 17. Verificacion del modelo de Nagrodzka-Godycka frente a los resultados de los ensayos de Kriz y Raths [20] y Mattock [24]

De acuerdo con la EN 1990 [39] ia capacidad resistente de disefio R, se expresa como

1
Ry =—R(X,) (11)
7Rd

donde
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Yrq IS @ partial factor covering uncertainty in resistance model,

X,

, Is the design value of material property, as a rule — of the material strength — f,,.

While experimental verification, of the theoretically developed formula R(f,) the design value f, gets replaced by
experimentally defined mean value f,  — what transforms R(f, into R(f,,,) and the place of R, in formula (11) is
taken by the mean value of test results — Rexp,mean. The verification result may be considered — following formula
(11) — as positive, if the ratio R to R(f, ) was not greater than a defined y,, value.

exp,mean exp,mean

Lewicki suggests [22] to define y,,as ratio of 5% fractiles of statistical distribution of material strength fexp and
of test results R, . For practical application this ratio may be reduced to

1-1.64v,, M

Vrd ST loav, 7 (12)

where
v, and v, — respectively — coefficient of variation of material strength and of test resulits.

Assuming in lack of precise data (when test results are coming from different researchers) for concrete strength
v, = 0.12 - what leads to 71,,= 0.80 - one gets for v =v,= 0.168, as shown in Fig. 17

0,80

= _110<y=1.13
1-1.64-0.168

Y rd

Derived y,,value, lower than the ratio ;7 allows to recognize author’s formulas [28] as correct ones and fully
applicable for structural design.

Among the worldwide popular works devoted to corbels the work of Schlaich [48] deserves attention, who in a
generally characterized description of reinforced concrete structures includes corbels in what he calls the ‘D’
zone (germ. Diskontinuitét, eng. disturbance). This zone is characterised by irregular shape and course of the
trajectories due to the concentrated force presents in the zone. As regards corbels, some well-defined
reinforcement designing concepts exist. Whereas, as to designing of the concrete section, only an incomplete
empirical knowledge is on hand. The concrete strut mentally separated from the continuum of the corbel is found
in the stress field, which can be perceived as flat or three-dimensional. The geometry of the compressed field is
determined by the width of application sections of forces a, and a, (Fig. 18).

In turn, the forces application sections (a, and a,) and their mutual position influence the effective width by Of
the central area (Fig. 18).

Der < | &

_béﬁ'—

1.5 b, 1.5 b,

Fig. 18. Compressive stresses field depending on a, and a,
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Yrg €S un factor parcial que cubre la incertidumbre del modelo resistente,
X, es el valor de disefio de las propiedades del material, generalmente — de la resistencia del materiai - f,.

Al verificar los resultados experimentales, el valor de disefio f, puede ser sustituido de la férmula desarrollada
teéricamente R(f,) por el valor caracten’sticofexp - lo que transforma R(f,)} en R(fexp) y el lugar de R, en la férmula (11)
es tomado por el valor caracteristico de los resultados del ensayo — Rexp’mean. El resultado de la contrastacion de la formula

(11) puede ser considerado adecuado, si la relacién R con R(f, ) no es mas grande que el valor definido y,.

exp,mean exp,mean

Lewicki plantea definir y,,como la relacion del 5% de fractiles de la distribucion estadistica de la resistencia del
materialfexp y de los resultados del ensayo Rexp. Para la aplicacion practica de esta relacion puede ser reducido a

1-1,64v, M.

7Rd::iij1}552; e (12)

donde

v, ¥ Vg — respectivamente — son los coeficientes de variacién de la resistencia de material y los resultados de
ensayo.

Considerando la escasez de datos precisos (cuando los resultados de los ensayos vienen de distintas fuentes de
investigadores) para la resistencia del hormigén v, = 0,12 - lo que conduce a 7= 0,80 - llegamos a v =v,= 0,168,
como se muestra en Fig.17

0,80

= =110<7=1,13
1-1,64-0.168

Y rd

Obtenido el valor de y,, mas bajo que la relacion 11, se puede reconocer que las férmulas de la autora [28] son
correctas y totalmente aplicables para el disefio estructural.

De entre las investigaciones més populares en el mundo sobre ménsulas cortas, merece una atencién especial el
trabajo de Schlaich [48], quien en una descripcién generalizada de las estructuras de hormigon armado caracteriz6
a las ménsulas cortas en lo que él llamé regién ‘D’ (germ. Diskontinuitét, ing. disturbance). Esta zona se caracteriza
por presentar una forma y direccién irregular en las trayectorias debido a las cargas puntuales existentes en dicha
zona. En referencia a las ménsulas cortas, existen planteamientos de disefio bastante bien definidos sobre como
disponer la armadura. Sin embargo, existe un conocimiento empirico escaso para disefiar estas secciones de
hormigon. La biela de hormigén idealmente separada del resto del hormigén se sittia en un campo de tensiones, el
cual puede ser percibido como plano o tridimensional. La geometria del campo de compresiones se determina por
el ancho de las secciones de aplicacion de las fuerzas a, y a, (Fig. 18).

De este modo, las secciones de aplicacion de las fuerzas (@, y a,) y su posicién relativa influyen en el ancho
efectivo b, del area central (Fig. 18).

by 1 | a,

1.5 b, 1.5 b,

Fig. 18. Campo de tensiones de compresion dependiente de a, y a,
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Fig. 19. Compressive stress fields in column corbel

The equivalent corbel truss model, based on a stress field that relates to the run of trajectories of the principal
stresses, has been shown in Fig. 19. The width of compressed fields at the column bottom results from the width
of compression zone, whereas at the top — from the width of the bearing plate.

Schlaich and Schafer in their designing guidelines listed in Beton Kalender 1984 [49] suggest that an out-of-
parallel cluster of principal stresses in the truss compression struts, mentally separated from the continuum of
corbel concrete, should be perceived in connection with the scheme — Fig. 20.

\)

Fig. 20. Scheme of forces in column corbel by Schlaich [49]

The corbel calculation scheme presented in Fig. 20 also accounts for direct neighbourhood of the column. Kriz
and Raths [20] in their research performed comparative test series, where for some elements, apart from the
corbel, the load was also applied to the column, which led them to claim that the column load had no influence
on the load carrying capacity of the corbel. Similar tests, where load was not applied to the corbel exclusively,
but also to the column, were performed in Poland by Czkwianianc [5], who recorded mutual interaction of the
corbel and the column, especially when a single corbel was subject to asymmetrical load. The influence of
loaded corbels on the column state of effort was analysed by Eibl and Zeller [6] through measurements of column
reinforcement strain in the direct neighbourhood of the corbel. The results of the tests of a bar situated at the
column edge and at 31 cm from the edge have been shown in Fig. 21a and b. The Figures show that the extreme
column bars are under maximum tension at the level of the tie corbel edge, and the tension does not fade away
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Fig. 19. Campos de tensiones de compresion en una ménsula de un pilar

El modelo de celosia equivalente de la ménsula corta, basada en un campo de tensiones que esta relacionado con
las direcciones de las tensiones principales, se ha mostrado en Fig. 19. El ancho de los campos comprimidos en el
extremo inferior del pilar depende del ancho de la zona comprimida, mientras que en el extremo superior — del
ancho de la plancha de apoyo.

Schiaich and Schéfer en sus recomendaciones de disefio expuestas en Beton Kalender 1984 [49], sugieren que un
grupo de tensiones principales no paralelas en las bielas de la celosia, separadas idealmente de la continuidad de
la ménsula de hormigén armado, deben ser concebidas en conexion con el esquema de la Figura 20.

y

Fig. 20. Esquema de fuerzas en la ménsula del pilar por Schlaich [49]

El esquema de calculo de la ménsula corta presentado en Fig. 20 también se tiene en cuenta para las proximidades
del pilar. Kriz y Raths [20], en su investigacion realizada sobre unas series de ensayos comparativos donde, para
algunos elementos aparte de las ménsulas cortas, la carga fue aplicada en el pilar, les condujo a afirmar que la
carga del pilar no tiene influencia alguna en la capacidad resistente de la ménsula corta. Ensayos similares, donde
la carga no fue aplicada a la ménsula corta exclusivamente, sino también sobre el pilar, se realizaron en Polonia
por Czkwianianc [5], el cual decribio la interaccion mutua entre la ménsula corta y el pilar, especialmente cuando
una Unica ménsula corta fue sometida a una carga asimétrica. La influencia de las ménsulas cargadas sobre los
esfuerzos del pilar, fue analizada por Eibl and Zeller [6] a través de mediciones de las deformaciones de la armadura
del pilar en las proximidades directas de la ménsula corta. Los resultados de los ensayos de la barra situada en el
extremo del pilar y a 31 cm del borde se muestran en la Fig. 21a y b. Las figuras muestran que las barras del borde
del pilar estan bajo tensién maxima al nivel del borde traccionado de la ménsula, y la tensién no se desvanece hasta
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until ca. '/, of the corbel depth (Fig. 21a), whereas in bars situated at a grater depth the tension is smaller and
applies only to the bar part above the upper corbel edge under tension (Fig. 21b).
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Fig. 21. Influence of corbel load (No. 2) on bar strain:
at column edge, b) central [6]

The above shows that corbel design does not end with checking the state of effort and structuring the
reinforcement in the corbel only, but one should additionally account for the interference from its neighbouring
column areas, which require separate analysis of stresses, and above all — a properly shaped reinforcement. In
the ‘D’ area of disturbance, occurring in the frame column where corbel subject to concentrated force is
situated, when designing and shaping the reinforcement of that column area, one can use the truss models
shown in Fig. 22.

Fig. 22. Calculation models and reinforcement of ,D” at the column’s interface with the corbel

At the second part of tests Eibl and Zeller [7] analysed two double corbels of shear span-effective depth ratio
equal to 0.5 (element K1—K2) and 1.0 (element K3—K4) with different stirrups for the left and for the right arm
(vertical and horizontal stirrups).

In conclusion to the accomplished tests, Eibl and Zeller claimed that a simplified double truss scheme was
unable to describe the corbel effort as regards inclined splitting crack. Whereas this purpose is much better
served by the model presented in Fig. 23a, which in turn can be replaced by the simplified model in Fig. 23b.
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aproximadamente un tercio del canto de la ménsula corta (Fig. 21a), mientras que en las barras situadas a una

mayor distancia la tensién es mas pequefia y actia solo en una parte de la barra por encima del borde superior de
la ménsula corta (Fig. 21b).
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Fig. 21. Influencia de la carga en la ménsula (No. 2) en la deformacién de las barras:
a) en el borde del pilar, b) en la fibra central [6]

Las figuras anteriores muestran que el disefio de la ménsula corta no termina con la comprobacién del estado de
esfuerzos y la disposicién de la armadura en la ménsula corta Gnicamente, ya que adicionalmente deberiamos tener
en cuenta su interferencia con las zonas del pilar cercanas, las cuales requieren un analisis separado de tensiones,
y sobre todo ~ una adecuada disposicidon de la armadura. En la regién ‘D’, situada en la zona del pilar donde la
ménsula estd sometida a cargas puntuales, para el disefio y la disposicion de la armadura de esta zona del pilar,
podemos usar los modelos de celosia mostrados en la Fig. 22.

JOSnr S—

Fig. 22. Modelos de célculo y armadura de ‘D’ en la interface del pilar con la ménsula

En la segunda parte de los ensayos, Eibl y Zeller [7] analizaron las ménsulas cortas dobles con relacién de luz de
cortante frente al canto efectivo igual a 0,5 (elemento K1-K2) y 1,0 (elemento K3—K4) con diferentes estribos para
el brazo izquierdo y para el brazo derecho (estribos verticales y horizontales).

Como conclusion de los ensayos llevados a cabo, Eibl y Zeller afirmaron que un esquema simplificado de celosia
doble era incapaz de describir los esfuerzos de la ménsula considerando las fisuras inclinadas. Sin embargo, este

objetivo estd mucho mejor logrado con el modelo presentado en Fig. 23a, el cual puede ser reemplazado por el
modelo simplificado de Fig. 23b.

2

CUADERNOS INTEMAC N° 69 - 1= TRIMESTRE 08




*L*
£, X,
Y
! Y
F <
s P h - 7
-— - a -
— * Py
P z - /
7 i prad /
// F e //
/ sp ’ 4 /
/ e V4 /
s e 2/ /
/ - 7 /
S/ e / -
/ -7 / e
/ g / prag 1
N / [
-
))&( b l
o

Fig. 23. Corbel model after an inclined splitting crack has occurred according to [7]: a) real, b} simplified

Based on experimental tests the authors of [7] decided that the splitting force F, does not increase
proportionally to the increase of force F in the main reinforcement. Figure 24 shows that in corbels of average
and large arm force F_is greater than F_. Not until a,./d < 0.3 is the splitting force F greater than F_.

If stirrup reinforcement deflects towards F (Fig. 25), horizontal or vertical stirrups will have to support forces
F, or I, greater than the splitting force Fsp (Fig. 25). Forces in vertical stirrups will be smaller than in horizontal
ones if the inclination of compression strut is smaller than 45°. Deflecting stirrup direction from the direction of
principal tensile stresses increases both the effort of stirrups and of concrete.

Fig. 24. Forces in the main reinforcement F/F,, and splitting F /F,, depending on the shear span-effective depth ratio a,/d [7]
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Fig. 25. Truss model of corbel with a) horizontal, b) vertical stirrups

INTEMAC QUATERLY No 69 - 1th QUARTER "08



a) b)

-y
R ’&4
Y
. '
- -
- < h, /////
P e -~ /

-

Fig. 23. Modelo de la ménsula después de que se haya producido la fisuracion inclinada segun [7]: a) real, b} simplificado

Basandose en los ensayos experimentales, los autores de [7] concluyeron en que la fuerza de fisuracion F
crece proporcionalmente al incremento de fuerza F en la armadura principal. La Figura 24 muestra que en Ias
ménsulas cortas de brazo medio y grande, la fuerza F es mayor que F| (F:g 25). Hasta que a,./d < 0,3, la fuerza
de fisuracion F sera mayor que F..

Sila armadura de los estribos se desvia de F| ,» (Fig. 25), los estribos horizontales o verticales tendran que soportar
cargas F, v mayores que la fuerza de flsuracmn F, o (Fig. 25). Las fuerzas en los estribos verticales seran mas
pequefas que en los horizontales si la inclinacion de la biela de compresion es menor que 45°. La direccion de
desvio de los estribos respecto a la direccion de las tensiones principales incrementa igualmente el esfuerzo en los
estribos y en el hormigoén.

ar

0 1.0 d

Fig. 24. Fuerzas en la armadura principal F /F, y las de fisuracion Fsp /F,, dependientes de la relacion entre la luz de cortante
y el canto efectivo a,./d [T]
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Fig. 25. Modelo de celosia de una ménsula con estribos a) horizontales, b) verticales
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Figure 26 shows the ratio of horizontal stirrup forces F, and vertical stirrup F, to the force applied to corbel F,
depending on «,/d. This shows that in shorter corbels horizontal stirrups are more tense, and at ratio a,/d > 0.8
vertical stirrups.

1 1
05 1.0 > 8

B>45" | B<45

% A 1

Fig. 26. The course of forces in vertical and horizontal stirrups and of splitting force against the force load
at the corbel versus a./d [7]

The research completed by Foster, Powell and Selim [9] of 30 symmetrical corbels of shear span-effective depth
ratio from the corbel from 1.0 to 0.3 allowed them to claim that corbel’s load carrying capacity can be estimated
by means of the so-called Plastic Truss Model by McGregor and Rogowsky [43], [44] — Fig. 27.

Fig. 27. Plastic Truss Model [43], [44]

The authors of [9], referring to the so-called truss model version by Rogowsky—McGregor — Fig. 27, calculate
analytical failure force according to the compression of concrete strut from the following formula:

FV” =f:~b'wp (13)

where: w, - bearing plate width,
b —corbel width,
f. =B - f, is a reduced concrete strength against the uniaxial one, due to the multiaxial state of stress.

Some researchers adopt the efficiency factor B after Nielsen [34], whereas others, including the authors of the
work discussed here [9], along with Foster and Gilbert [8], suggest that for corbels, the dependency offered by
Warwick and Foster [53] should be adopted, which accounts for the influence of the a./d ratio.
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La Figura 26 nuestra la relacion entre las fuerzas en los estribos horizontales F_,, y los estribos verticales F, frente
a la fuerza aplicada F, sobre la ménsula dependiente de a,/d. Esto muestra que en las ménsulas mas cortas, los
estribos horizontales tienen mas tensién, y con relaciones de aF/d > 0,8, seran los estribos verticales los que tengan
més tension.
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Fig. 26. Trayectoria de las fuerzas en los estribos verticales y horizontales y de la fuerza de fisuracién frente
a la carga aplicada versus a F/d [7]

La investigacién completada por Foster, Powell and Selim [9] sobre 30 ménsulas cortas simétricas de relacion de luz
a cortante y canto efectivo de 1,0 a 0,3 les permitié afirmar que la capacidad resistente de la ménsula corta puede
ser estimada mediante el llamado Modelo Plastico de Celosia de McGregor and Rogowsky [43], [44] — Fig. 27.

Fig. 27. Modelo Pléastico de Celosia [43], [44]

Los autores de [9], refiriéndose a la version del conocido modelo de celosia de Rogowsky — McGregor — Fig. 27,
calcularon la carga Ultima de disefio segln la compresion de la biela de hormigén de la siguiente férmula:

Fo,=fbw
‘ ’ (13)
donde: w, — ancho de la plancha de apoyo,
b —~ ancho de la ménsula,

S/, =B f, es una resistencia reducida del hormigén frente a la uniaxial, debida al estado multiaxial de
tensiones.

Algunos investigadores adoptan el factor de eficiencia 8 después de Nielsen [34], mientras que otros, incluyendo
los autores del trabajo aqui discutido [9], de acuerdo con Foster y Gilbert [8], propusieron que, para las ménsulas
cortas, la dependencia propuesta por Warwick y Foster [53] deberia ser adoptada, ya que tiene en cuenta la
influencia de la relacion a,./d.
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where f_in MPa.

The analysis of the tests results allowed the authors of [9] to conclude that the calculated shearing load
capacity derived using Plastic Truss Model by means of efficiency factor by Warwick-Foster (formula 14) allows
to obtain results that are close to the experimental ones for corbels with stirrups (average value of F,f”" /F,:'l\p=
0.86 at standard deviation equal to 0.1). Whereas the use of the plastic truss model with 8 by Nielsen leads,
similarly to ACI-318 with the limitation 0.2 f_ < 5.5 MPa, to significant underrating of the calculated value of

failure forces.

As regards the morphology of cracks, the authors of [9] stated that corbels made of high strength concrete
perform similarly to those from ordinary concrete. This has also been confirmed by the results of tests by Yong
and Balaguru [55]. For example, bending cracking force is reduced as a,/d relation rises. As in the case of
corbels from average strength concrete, the so-called secondary reinforcement (horizontal stirrups) limits
cracking and reduces deformability (improves the so called ductility). Many authors of tests during the last
years have underlined the necessity to increase, as compared to Niedenhoff suggestions, the number of
stirrups in the corbel. Their influence allows to limit the width of the cracks, and additionally to eliminate the
risk of non-signalled failure.

The experimental tests of corbels of different shear span-effective depth ratio, including ratio below a,/h 0.3,
carried out among others by Kriz and Raths [20], Robinson [45], [46], Reich [42] and in works by Nagrodzka-
Godycka [30], [31] show that the crack pattern and failure mode of very short corbels differ from corbels of
larger arm. In the case of extremely short corbels the inclination angle of inclined cracks ranges between 65°
and 70° (for large arm the angle range is usually from 45° to 50°) and even additional external prestressing
bars change nothing in this respect [14], [29], [30].

It needs to be stressed here that technical literature does not clearly specify the value of shear span-effective
depth ratio that defines the so-called extremely short corbel. There has been relatively little research of
extremely short corbels of a,./d < 0.3. In works by Robinson [45], [46] or Kriz and Raths [20] the extremely short
corbels include those whose arm a, against their operational depth d meets condition a./d < 0.2. The work by
Reich [42] that refers to corbel tests by means of small scale models says that extremely short corbels, which
require different approach, should include those that fulfil condition a,./d < 0.3, similar conclusion can be drawn
from works by Nagrodzka-Godycka [30], [31] carried out for full scale corbels. The latest version of the EC2
European standard [38] limits the use of strut and tie model for cases where tangent of inclination angle of
compression concrete strut does not exceed 2.5. No such limitations can be found in Polish standards PN 84
[34] and PN 99 [35].

Inclined cracks in extremely short corbels frequently intersect the interface between the corbel and the column,
whereas these cracks are less open compared to inclined cracks in corbels of larger arm. The breaking of such
corbels results from shear failure, known as shearing off, and as regards the interface between the corbel and
the column, as indicated by Robinson, the (horizontal) reinforcement distribution over the whole depth of the
corbel is also an important issue. The diameter and number of stirrups gains in importance as the arm of a
corbel becomes smaller.

The morphology of cracks justifies therefore the assumption that during the failure phase the inclined cracks
separate angle struts, inclined against the level at a right angle over the whole height of the corbel — in tests
by Nagrodzka-Godycka the angle was ca. 62°. This means that adequate load carrying capacity of a corbel is
guaranteed by reinforcement that incorporates into the column the inclined compressed concrete struts
separated by inclined cracks — Fig. 28, where the importance of the main reinforcement concentrated at the
upper edge is smaller.
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donde f,in MPa.

El analisis de los resultados de los ensayos permitieron a los autores de [9] concluir que la capacidad de resistencia
a cortante calculada usando el Modelo Plastico de Celosia por medio del factor de eficiencia de Warwick —Foster
(formula 14) permite obtener resultados que estan proximos a los experimentales para ménsulas cortas con estribos
(valor medio de F,f:[/F;:p= 0,86 con una desviacién estandar igual a 0,1). Mientras que el uso del modelo plastico
de celosia con el factor S de Nielsen conduce, de modo similar a la ACI-318 con la limitacién 0,2fc £ 5,5 MPa, a

una estimacion que esta ligeramente por debajo del valor calculado de las fuerzas Gltimas.

Considerando el esquema de fisuracion, los autores de [9] declararon que las ménsulas de hormigén de alta
resistencia se comportan de modo semejante a aquellas que se fabrican con hormigones normales. Esto ha sido
también confirmado por los resultados de los ensayos de Yong y Balaguru [55]. Por ejemplo, la fuerza que produce
el momento de fisuracion se reduce mientras que la relacion a,./d aumenta. Como en el caso de ménsulas cortas
con resistencias de hormigéon normales, la llamada armadura secundaria (estribos horizontales) limita la fisuracion
y reduce la deformabilidad (mejora la ductilidad). Muchos autores de ensayos durante los Ultimos afios han
subrayado la necesidad de aumentar, tal y como sugirié Niedenhoff, el nimero de estribos en la ménsula corta. Su
influencia permite limitar el ancho de las fisuras, y adicionalmente eliminar el riesgo de un fallo inesperado.

Los ensayos experimentales de las ménsulas cortas con diferente relacion de luz a cortante frente a canto efectivo,
incluyendo relaciones por debajo de a/d < 0,3, llevados a cabo entre Kriz y Raths [20], Robinson [45], [46], Reich
[42] y en trabajos de Nagrodzka-Godycka [30], [31] muestran que el tipo de fisuracién y el modo de fallo de
ménsulas muy cortas difieren de ménsulas con brazo mas largo. En el caso de ménsulas extremadamente cortas,
el angulo de inclinacion de las fisuras inclinadas se encuentra entre 65° y 70° (para brazos grandes el rango de
angulos es usualmente de 45° a 50°) e incluso la existencia de barras adicionales de pretensado externo no
producen cambio alguno respecto a esto [14], [29], [30].

Aqui se necesita hacer hincapié en que la literatura no especifica claramente el valor de la relacion luz a cortante -
canto efectivo para las ménsulas conocidas como extremadamente cortas. Ha habido una investigacion escasa de
ménsulas extremadamente cortas de a,/d < 0,3. En los trabajos de Robinson [45], [46] o Kriz y Raths [20] las
ménsulas extremadamente cortas incluyen aquellas cuyo brazo a, frente a su canto efectivo d presentan la condicion
a.l/d £0,2. El trabajo de Reich [42] que se refiere a ensayos de ménsulas por medio de modelos a pequefia escala
sefiala que las ménsulas extremadamente cortas, que necesitan un tratamiento diferente, deberfan incluir aquellas
que satisfagan la condicién a,./d < 0,3. Una conclusién similar puede ser extraida de los trabajos de Nagrodzka-
Godycka [30], [31] Hlevados a cabo sobre ménsulas a escala real. La Gltima versién del EC 2 [38] limita el uso del
modelo de bielas y tirantes para casos donde la tangente del angulo de inclinacién de la biela de compresion no
exceda el valor de 2,5. Dichas limitaciones no se encuentran en la Normas Polacas PN 84 [34] y PN 99 [35].

Las fisuras inclinadas en ménsulas extremadamente cortas frecuentemente intersectan con la interfase entre la
meénsula y el pilar, mientras estas fisuras son menos abiertas comparadas con las fisuras inclinadas en ménsulas
de brazo mayor. La rotura en dichas ménsulas proviene de un fallo por cortante, conocido como shearing off, y
teniendo en cuenta la interfase entre la ménsula y el pilar, tal y como fue indicado por Robinson, la distribuciéon de
la armadura (horizontal) a lo largo del canto total de la ménsula es también un asunto importante. El diametro y el
numero de estribos ganan importancia cuanto mas pequefio sea el brazo de la ménsula.

El esquema de fisuracion justifica ademas la asuncién de que, durante el colapso, las fisuras inclinadas se separan
del angulo de las bielas, inclinandose, con respecto a la horizontal, un angulo recto sobre el canto total de la
ménsula — en los ensayos de Nagrodzka-Godycka el angulo fue cercano a 62°. Esto significa que cierta capacidad
resistente de la ménsula esta garantizada por la armadura que incorpora dentro del pilar las bielas inclinadas de
hormigén comprimidas separadas por las fisuras inclinadas — Fig. 28, donde la importancia de la armadura principal
concentrada en la fibra superior es mas pequefia.
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Fig. 28. Failure mode of reinforced concrete corbels of a,/d < 0.3 ratio: a) corbel model, b) force distribution at the corbel-
column interface, ¢} substitute calculation scheme of a single truss

As shown by the Nagrodzka-Godycka research, and earlier by Robinson, the most effective are horizontal bars
of the main reinforcement with adequate number of horizontal stirrups, distributed uniformly at the depth of the
corbel. The necessary amount of reinforcement joining the corbel and the column can be reckoned by means
of the force distribution shown in Fig. 28.

When designing the reinforcement with stirrups as shown by the breaking scheme in Fig. 28, one should
remember that the limit state of load carrying capacity is restricted not only by the reinforcement but also by
the stress of concrete in inclined strut, where due to the cracks, the value of compressive strength is smaller
than f,. The fact that cracking reduces the limit values of strength was underlined by, among others, Vecchio,
Collins, Cook and Mitchel [3], [50], [51], [52], along with Hsu and others [1], [60], who suggested the use of
adequate reduction factor B, significantly smaller than unity (8 << 1.0), when calculating the limit state of
stress.

Thus the load carrying capacity of a corbel as regards concrete can be obtained from the following formula:
Fyy = foreq +b-sin@-cosd (16)

where: f, .= B[ 01530

Factor 8, known in American literature as the “soffening coefficient”, can be calculated by means of Zhang and
Hsu formula [60]:

PRELE 1 .09
Jf J1+a00-e, |J1+400-¢, (7

3. STANDARD RECOMMENDATIONS DEALING WITH DESIGN OF CORBELS

The draft of EC2 European Standard in several changing versions and prEC2 [38] as regards corbels refer to
Strut and Tie Model. The importance of the Mode! is limited by tangent value of 8 angle — inclination of
compressed strut to the level, and requires that condition 1.0 < tan@ < 2.5 be fulfilled. Figure 30 presents, as
shown in [38], an ideological calculation model for a corbel subjected to concentrated forces F, and H,
applying in the upper edge of the corbel. Corbel geometry and univocal location of the axis of concrete strut
(Fig. 29 — points 1 and 2) allow the calculation of the arm of internal forces z, which — if we know the external
moment — allows simple definition of force F, and of the cross-section of the main reinforcement at the upper

edge.
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Fig. 28. Modo de fallo de las ménsulas de hormigén armado con una relacion de a, /d < 0,3: a) modelo de ménsula, b) distribucion
de fuerzas en la interface pilar — ménsula, ¢) esquema de célculo alternativo al esquema de celosia simple

Como muestran las investigaciones de Nagrodzka-Godycka, y anteriormente de Robinson, lo mas efectivo son
barras horizontales como armadura principal con un adecuado numero de estribos horizontales, distribuidos
uniformemente a lo largo del canto de la ménsula. La cuantia necesaria de armadura que cose la ménsula y el pilar
puede ser reconocida mediante la distribucion de fuerzas mostradas en la Fig. 28.

Al disefiar la armadura con estribos tal y como se muestra en el esquema de rotura de la Fig. 28, debemos recordar
que la capacidad resistente en estado limite ultimo esta restringida no sélo por la armadura sino también por la
tension del hormigén en la biela inclinada, donde debido a las fisuras, el valor de la resistencia a compresiénfc es
mas pequefia. El hecho de que la fisuracién reduce los valores ultimos de resistencia fue subrayado, entre otros,
por Vecchio, Collins, Cook y Mitchell [3], [50], [51], [52], al igual que Hsu y otros [1], [60], los cuales propusieron el
uso de un factor de reduccién B, significantemente méas pequefio que la unidad (8 << 1,0), al calcular el estado
limite de tension.

De esta manera la capacidad resistente de una ménsula debido al hormigén puede ser obtenida de la siguiente
férmula:

Fyy = fereq *b-sen@-cosf (16)

donde: f, .= B 1050

El factor 3, conocido en la bibliografia americana, como ‘soffening coefficient’, puede ser calculado mediante Ia
féormula de Zhang y Hsu [60]:

5,8 1 0.9
B=—= < (17)
Jf 1v400.g,  f1+400-¢,

3. RECOMENDACIONES ESTANDAR PARA EL DISENO DE MENSULAS CORTAS.

El borrador del EC 2 en sus distintas versiones y el pr EC2 [38] en referencia a las ménsulas utilizan el Método de
Bielas y Tirantes. La importancia del Modelo esta limitada por el valor de la tangente del angulo 8 — inclinacién de
la biela comprimida con respecto a la horizontal, y requiere que la condicién 1,0 < tan8 < 2,5 sea cumplida. La
Figura 30 presenta, tal y como se muestra en [38], un modelo de calculo ideal para una ménsula sometida a las
cargas concentradas F, y H_, aplicadas en la fibra superior de la ménsula. La geometria de la ménsula y la
localizacion univoca de los ejes de la biela de hormigon (Fig. 29 — puntos 1y 2) permiten el calculo del brazo de
las fuerzas internas z, el cual — si sabemos los momentos externos — permite la definicion simple de la fuerza F_y
de la seccién transversal de la armadura principal del borde superior.
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Fig. 29. Strut and tie modelling for calculation of short corbel as in prEC2 [38], notations as in [38]

As regards shaping stirrups prEC2 [38] recommends for short corbels of a,/h < 0.5 ratio horizontal stirrups (Fig.
30a) in number of &, - As,main' Whereas for longer stirrups of a_> 0.5h if Fi, > V, . — except for horizontal stirrups
the standard provides vertical stirrups of overall cross sectional area kz-Fwd/fyd — distributed as in Fig. 30b. The
authors of the European standard left values of factors k, and k, for the standards of the states associated in
the EU to decide, recommending the adoption of £, = 0.25 and k, = 0.5.

assembly

a) b) horizontal
- - anchorage of main StirTups .
reinforcement anchorage of main

reinforcement
(loops or cross bars) (oops or cross bars)

SSENN

] vertical S\
U horizontal stirrups

stirrups

Fig. 30. Corbel reinforcement according to EC2 [38] for: a) a, < 0.5h, b) a,> 0.5h,

None of the hitherto published versions of EC2 standards, most recently subject to a great number of changes,
specifies the design methods for the reinforcement of corbels subject to indirect load at depth.

The design concept of corbels adopted in PN 02 accounts for the changes introduced to the final prEC2 version
[38]. For dapped-end beams, apart from general truss models, reinforcement-designing formulas have been
given. As regards corbels, some items have been formulated with greater precision, within the main guidelines
of prEC2 [38] and CEB-FIP Recommendations [2]. They refer to designing formulas, whereas the European
standard presents a general model referring to the dependencies in the section on shear.

Due to a different mode of failure, a separate designing procedure has been established for extremely short
corbels (a,./h < 0.3).

The calculation model for a corbel subjected to force F, o, and Hg, adopted in PN 02 [37] has been shown in Fig.
31.
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Fig. 29. Modelo de bielas y tirantes para el célculo de una ménsula corta segun el prEC2 [38], notaciones igual que en [38]

Con respecto a la disposicion de estribos, pr EC2 [38] recomienda para ménsulas cortas con relacion a,./h < 0,5,
estribos horizontales (Fig. 30a) en una cantidad de k, - 4, ... Mientras que para estribos mayores de a_ > 0,5/ si
Fe, > VRd’c- excepto para estribos horizontales la normativa dispone estribos verticales sobre el area transversal
efectiva k,-F,/f,,— distribuida tal y como se muestra en la Fig. 30b. Los autores de la normativa europea permiten
que los valores de los factores k, y k, sean decididos en cada normativa de los estados miembros de la UE,
recomendando la adopcion de k, = 0,25y k, = 0,5.

montaje de
a) b) estribos
- I . horizontales
anclaje de la .
armadura principal anclajede la
armadura principal
horquillas o barras principales horquillas o barras principales
s,mair{,
N

IW ( /,/, S
1 /
f NN

\

— o estribos =\
MES__ verticales
horizontales

Fig. 30. Armadura de Ja ménsula segin EC2 [38] para: a) a,< 0.5h, b) a,> 0.5h,

Ninguna de las versiones publicadas hasta ahora del EC 2, la més reciente hasta la fecha ha sido sometida a un
gran numero de cambios, especifica métodos de disefio para la armadura de las ménsulas sometidas a cargas
indirectas a lo largo del canto.

El concepto de disefio de las ménsulas adoptado en PN 02 tiene en cuenta los cambios introducidos en la version
final del pr EC2 [38]. Para vigas con apoyos a media madera, aparte de los modelos generales de celosia, se han
recogido las férmulas de disefio de la armadura. Con respecto a las ménsulas algunos puntos han sido formulados
con mayor precision, dentro de las principales recomendaciones del pr EC2 [38] vy de las recomendaciones del CEB-
FIP [2]. Se refieren a formulas de disefio mientras la normativa europea presenta un modelo general que se refiere
a la dependencia de la seccidn a esfuerzo cortante.

Debido a los diferentes modos de fallo, un procedimiento independiente de disefio ha sido establecido para
ménsulas extremadamente cortas (a,./h < 0,3).

El modelo de calculo para una ménsula sometida a las fuerzas F, o, y H, adoptado en PN 02 [37] se muestra en Fig. 31.
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Fig. 31. Corbel calculation model as in PN 02 [37]

In this calculation model the corbel can have a rectangular or trapezoid shape, and the inclination angle of the
bottom edge towards the level in the latter cannot exceed 45°, whereas the height of the corbel at the axis of
load application cannot be smalier than half-depth of the section at the column level, whose dimensions should
fulfil the following condition:

Fysa < Fy pimas =05V fug -b-d for 03< ”]—Fs 1.0 (18)
7

or

FV,Sd < FV,Rdmax = 0.4“/ '-fcd b d fOl' %S 0.3 (19)

250
/.. — is a design value of concrete compressive strength, at factor a,, = 0.85

where: v = 0.6(1 —&)

[, — is a characteristic concrete compressive strength in MPa
quantity a,, d, h — as in Fig. 31
F ., — design value of external load

¥8d

The cross-sectional area of the main reinforcement of corbels loaded as in Fig. 31 must meet the condition:

1 ap +05a ay +2z
4 :“'(E’,Sd b L H g ) (20)
fyd z z
or if the following condition is met: i’lf— <0.3, then
1
1
Ay =— (O'SFV,Sd + HSd) (21)

\fyd

where: fyd is a design yield strength of main reinforcement steel
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Fig. 31. Modelo de célculo de una ménsula segtin PN 02 [37]

En este modelo de calculo la ménsula puede tener una forma trapezoidal o rectangular, y el angulo de inclinacién
de la fibra inferior sobre la horizontal en este no puede superar los 45°, mientras que la altura de la ménsula en los
ejes de la aplicacion de la carga no puede ser mas pequefia que medio canto de la seccion a nivel del pilar cuyas
dimensiones deberian cumplir la siguiente condicion:

FVS[SE’Rdma'ZO’S'V‘fI.b.d para 0,3<a—F£I»0 1
,Sa s X cd h ( 8)

Fpoy < Fyagm =04-v- £, -b-d para <03 19
; : h (19)

Sek
v =0,61--2
donde ( 250

f.q— es un valor de disefio de la resistencia a compresién del hormigén cuyo factor es «_, = 0,85
J. — es la resistencia caracteristica del hormigdén a compresién en MPa

a d, h — como en Fig. 31

F,,.,— valor de disefio de la carga externa

V,8d

El area transversal de la armadura principal de las ménsulas cargadas como en la Fig. 31 debe satisfacer la
condicion:

1 apr +0,5a a, +z
As=‘“'“'(Fv,slz'—lz—}+HSd' HZ ) (20)

O si se cumple la siguiente condicion: a]—""s 0,3, entonces
1

Ay = (05F, g +Hgy) (21)

f yd

donde:fyd es el limite elastico del acero de la armadura principal
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Fy, . ; . .
a VS - whereas /., is a design value of concrete compressive strength with factor a, = 0.85

ed

a=ar+0.5ay; azzd—\/d2—2al-a; z=d—-0.5a, .

Diameters of main reinforcement bars should not exceed 25 mm and be adequately anchored in the column, and
at the end of corbel, e.g. in the form of a horizontal loop of bend diameter of 10¢.

d
If 0.3 <I—F <0.6 horizontal stirrups should be used of total cross sectional area 4_ , > 0.5 A , whereas if 9r <93
, sw r .
O.SFV Sd 1

horizontal stirrups of total cross sectional area Agop > , Wherefywd is a design yield strength of stirrup steel.

J ywd

The corbel reinforcement concept with factor a,./h < 0.6 was shown in Fig. 32. Numerical example referring to
the design of such corbel in compliance with the above-mentioned formulas can be found in work [15].

>Ag
>40¢ ||/
>ar Fu,sq
| HSd
) AS

main reinforcement

assembly
"y reinforcement
| stirrups

Agynz 0,5A s

For short corbels of larger arm (a,./d > 0.6), apart from horizontal stirrups at A, = 0.34 vertical stirrups should
be used.

If the following condition is met:

1 (25.4
Fysq > Vage =] 0.12k-(100-p, - £10 )3 ( . H-b-d (22)
F

/0.2
where: k =1+ 7 <2, and d - effective depth in m,

P, =As/bd — main reinforcement ratio, then vertical stirrups should be used of total cross sectional area:

0.7Fy g4

o 2 (23)
! f ywd

If the design value of force FV o, <V,  (calculated with formula (22)), cross sectional area of vertical stirrups
should meet condition:

_2-[(ay +0.5a;)/z]—1

A, =
KITAY
3 f ynvd

Fy sa (24)

Vertical stirrups of spacing not exceeding 0.25h and 150 mm should be distributed over the section from the
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a, =5 mientras que f, es un valor de disefio de la resistencia a compresion del hormigén cuyo factor es a,, = 0,85

ed ’

a=ap+0,5a;; a, =d—\/d2 -2a,-a; z=d-05a,.

Los didametros de las barras de la armadura principal no deberian superar los 25 mm y deben ser anclados
adecuadamente en el pilar, y en el final de la ménsula, por ejemplo en la forma de un gancho horizontal con un
diametro de doblado igual a 10¢.

. dy : . . . .
Si 0,3 <—]—F~S 0,6 los estribos horizontales deberian ser usados con un darea transversal total 4_ , > 0,54, mientras
2 o, :

. dp . . , . 0,5F,
que si l—r < 0,3 los estribos horizontales deberian usarse con un éarea transversal total de 4, , > s

, donde es
a fywd

ywd
es el limite elastico de disefio del acero de los estribos.

El planteamiento de la disposicion de armadura en las ménsulas con factores aF/h < 0,6 es mostrado en Fig. 32.
Un ejemplo numérico referido al disefio de este tipo de ménsulas de acuerdo con las férmulas anteriormente
mencionadas puede ser encontrado en la publicacion [15]

>As
>40d ||/

>ap | [ lF V,Sd
] HSd
As

T~
[I armadura principal
|

|

\ \ montaje de
1w, armaduras

w estribos

Asun= 05A

Fig. 32. Armadura de la ménsula pormenorizada de a /h < 0,6 segun PN 02 [37]

Para ménsulas cortas de brazo mayor (a, /d > 0,6), aparte de estribos horizontales Asmh 2 0,3 4, deben usarse
estribos verticales.

Si se cumple la siguiente condicion:

L 125.d
Frsi > Viga =|0:12k-(100- p, - £ )3 [ . H-b-d (22)
F

f0,2 .
donde: k =1+ _aT <2,y d - canto efectivo en m,
p, =A /bd — cuantia de la armadura principal,
entonces los estribos verticales se usarian con un area transversal igual a:

97F/
> 0 ¥ .,Sd

Asw,v = f
ywd

(23)

Si el valor de disefo de la fuerza F,{Sd < VRd’a

verticales deberia cumplir la condicidn:

(calculada con la formula (22)), el area transversal de los estribos

_2-[(ap +0,5a)/z] -1
oy 3 : \f:VH’d

“Fy sa (24)
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column face to the internal edge of the bearing plate, whereas horizontal stirrups at 4

situated at the corbel level in at least two levels (Fig. 33).

>40
>ag

AN

sw,h

Fig. 33. Corbel reinforcement detailing of a,/h > 0.6 as in [37]

2 0.34, should be

The calculation model adopted in PN 02 for a,./h > 0.3 was verified by means of the experimental tests results
by Kriz and Raths [20], Mattock and others [24], Foster and others [9], and by Nagrodzka-Godycka [30] against
average strength values from experimental tests of f, — for concrete f, and steelfym, o = 1.0 (Fig. 34). For 67

7 exp

corbels the average ratio was obtained ;=
riation v = 0.185).

V.cal

=1,16 (at standard deviation s = 0.215 and coefficient of va-

1100 -
A
1000 -
;__F}/u,exp ~1.16 ;=1.16 A
5 900 - ’ T 4 -
= Vu,cal A n=1.0
) 800
o} n==67
2 700 A
F 5=0215
© 600 - # .
@ .
2 500 - V:()185 o x.D .
© (&) w0
= %4
8 400 -
5 ': %, £O ¢ Corbels Krizand Raths; Fv
E 300 | . . - Corbels Kriz and Raths; Fv+H
g = 1 Corbels Nagrodzka-Godycka
* V4 A Corbels Foster etal.
w200 - - Corbels Mattock; Fv
= 7 Corbels Mattock; Fv+H
100 —— Fvu,exp=Fvu,cal
Fvu,exp/Fvu,cal = 1.16
0 T T T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100

Calculation failure load Fvu,cal [kN]

Fig. 34. Verification of the model according to PN 02 for corbels of a, /h > 0.3 by means of experimental tests results

For extremely short corbels of shear span-effective depth ratio a,./h < 0.3 the designing formulas according to
PNO2 were verified against the experimental tests results by Kriz and Raths [20], Mattock and others [24], Foster

and others [9] and Nagrodzka-Godycka [30], for 56 corbels

in total. - Fig. 35.
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Los estribos verticales cuya separacién no supere 0,254 y 150 mm deberian ser distribuidos sobre la seccion desde
la cara del pilar hasta el borde interior del apoyo, mientras que los estribos horizontales con Asmh 2 0,3As deberian
ser colocados en la zona de la ménsula al menos en dos niveles (Fig. 33).

>Ag

>40

>a; **H{LV Vsd
' _%-_
=

[Agn= 0,3 A,
LN

TN Aswy

Fig. 33. Armadura de la ménsula pormenorizada de a,/h < 0,6 segtin [37]

El modelo de calculo adoptado en PN 02 para a,/h > 0,3 fue comprobado mediante los resultados de los ensayos
experimentales de Kriz y Raths [20], Mattock y otros [24], Foster y otros [9] y por Nagrodzka-Godycka [30] con valores
medios de resistencia de ensayos experimentales f, — para hormigén f, , y para el acero o, = 1,0 (Fig. 34). Para

ym?
- Fpy
67 ménsulas se obtuvo un valor medio 77 = “rew 1,16 (con una desviacién estandar s = 0,215 y un coeficiente de
variacion v = 0,185). Fy ca
1100 r
A
1000 -
—_%_1 16 n=1.16 *

_e0. 1T ool o — x4 _
‘Z_‘ u,ca A n=1.0
= 800 -
$ n==67
£ 0.215 :
Ei s=0.
5 600 - A *
E .
5 - v=0.185 st .
g 500 D.D b 4 o
< .
-E.- 400 ’.‘ s, /0 + ménsulas cortas Kriz y Raths; Fv
ot 300 . - = ménsulas cortas Kriz y Raths; Fy+H
2 l Y/ O ménsulas cortas Nagrodzea-Godycka
«
o S/ A ménsulas cortas Foster et al.

200 - ' - ménsulas cortas Mattock; Fv

=7 < ménsulas cortas Mattock; Fy+H
100 - —— Fyu,exp=Fyu,cal
w—— Fyi,exp/Fvu,cal=1,16
0 . . ; | ‘ ; : ;

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100
Carga ultima de calculo Fvu, cal [kN]

Fig. 34. Contrastacion del modelo segtin PN 02 para ménsulas cortas de a F/h > 0,3 mediante los resultados de ensayos
experimentales

Para ménsulas extremadamente cortas con relacion de luz a cortante frente a canto efectivo aF/h < 0,3 las férmulas
de disefio de acuerdo con el PN 02 fueron comprobadas con los resultados experimentales de Kriz y Raths [20],
Mattock y otros [24], Foster y otros [9] y por Nagrodzka-Godycka [30], sobre 56 ménsulas cortas en total — Fig. 35.
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1200

.
1100 | — K ¢
Vuex
n=—==F-139 N 4
,_.1000 b Vu,cal -
Z n=1.39
o %1 n=56 Y - 10
() . =].
S 800 5=0.348 5 R i
S 7t .
i
T 700 20249 L
2 & 4 4
@ 600 - L
2 * Toe
% 500 - o o/ o,
'g 400 - . 0: . * & Corbels Kriz and Raths; Fv"
E ¥ a4 - Corbels Kriz and Raths; Fv+H
g 300 - - O Corbels Nagrodzka-Godycka
L>I.|< - A Corbels Foster et al.
200 - = Corbels Mattock; Fv+H
——— Fvu,exp = Fvu,cal
100 - ——Fvu,exp/Fvu,cal = 1.39
0 T T T T i1 T T T 13 T ¥
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100

Calculation failure load Fvu,cal [kN]

1200

Fig. 35. Verification of the model according to PNO2 for corbels of a /h < 0.3 by means of experimental tests results

As the result the following ratio was obtained ;=

variation v = 0.249).

V.e

V cal

= (at standard deviation of s = 0.348 and coefficient of

Evaluating the model verification results presented in Fig. 34 and Fig. 35 in accordance with PN 02, in the same
way as in the case of the author’s model verification presented in Fig. 17 following was obtained, assuming that

n, = 0.8
— for corbels a,/h > 0.3
ng = 1-1.64.0.185 = 0.897

and thus

Vei =

and for corbels of a,/h < 0.3

Ng = 1-1.64 - 0.249 = 0.592

Vri =

8 s < =116
0.697
08 35< =139
0.592

In both cases the standard calculation formulas for £, ., . account satisfactory the model uncertainty.

The cross sectional area of main reinforcement at the upper edge of corbels loaded at depth, as shown in Fig.

36, should be calculated according to formula

48
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1200 4

.

1100 4 — £ ¢

Vi, es
n=—t" =139 R
F ¢
— 1000 - Vu,cal -
Z 7=139
— 900 - E—Y
n=>56 —

g A n=1.0
S 800 ¢=0.348 o A
5 . AR
T 700 y=0.249 o Ao
£ ul A
E 600 - LR *
S ¢ s
g o
5 500 - e o o
<
.E 400 - 0: s ® ¢ ménsulas cortas Kriz y Raths; FV*
5 -¥ > ~  ménsulas cortas Kriz y Raths; Fy+H
§n 300 - - 0 ménsulas cortas Nagrodzca-Godycka
3 = A ménsulas cortas Foster et al.

200 - = ménsulas cortas Mattock; Fv+H

100 - Fyy,exp=Fvu,cal

| — Fvu,exp/Fvu,cal=1,39
0 ‘ ‘ : :

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200
Carga tltima de cdlculo Fvu, cal [kN]

Fig. 35. Contrastacion del modelo segtin PN 02 para ménsulas cortas de a F/h < 0,3 mediante los resultados de ensayos
experimentales

L L FV,ex
Como resultado se obtuvo la siguiente relacién 77 =

de variacion v = 0,249). V.cal

P

= (con una desviacién estandar s = 0,348 y un coeficiente

Al evaluar los resultados de comprobacion del modelo presentados en Fig. 34 y Fig. 35 de acuerdo con el PN 02
del mismo modo que en el caso de la verificacion del modelo de la autora presentado en Fig. 17 se obtuvo lo
siguiente, asumiendo que 1, = 0,8

— para ménsulas a,/h > 0,3

Ng = 1-1,64- 0,185 = 0,697

y de esta manera,

0,8 -
=——=115< np =1,16
Tr = 0697 7
y para ménsulas de a,/h < 0,3
Ng =1-1,64. 0,249 = 0,592
0,8 -
:’—'——" :1,35 < = 1’39
Y rd 0.592 n

En ambos casos las formulas de calculo estandar para F, ., ... satisficieron el modelo de incertidumbre.

El area transversal de la armadura principal en la fibra superior de las ménsulas cargadas a lo largo del canto, tal
y como se muestra en Fig. 36, deberia ser calculada de acuerdo a la féormula
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a) suspension stirrups b) c) d)
calculated for the

0.5F, o4

Asz ”sw,vz 2

P \\ \ -
\
\

SN

NS
NN

<7
[%2)
Q

2]
RS -
NS

Z

0:)>
g N
>

g

(25)

whereas inclined bars at a angle, greater than 30° and not exceeding 60°, which suspend the lower part of the
beam perpendicular to the corbel, should have cross sectional area 4, derived from formula

1 {0.5F,
A2 —(J} (26)

f yd siner

Moreover, horizontal stirrups evenly distributed at the corbel depth of total cross sectional area as below should be added

0.5F) 54

Asw,h =
‘fyw([

(27)

f a,./h > 0.6 one should additionally at the section from the column edge to the internal beam edge distribute
vertical stirrups (Fig. 37) of total cross sectional area

0.3F) g (26)
SW,V f;,wd
AsQ
A
XX Asw,v2
A Asw,v As
i ;//, .
- SN Hgq
—N
1
/ / :,fFv sa |h
[/ 0
b

]

/
,/sw,h a -

\ N

Fig. 37. Reinforcement of corbel of a,. /h > 0.6 loaded at depth according to [37]
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a) estribos de cuelgue b) c) d)
calculados para

0.5F, o4
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Asw,h i 1
2
31

L 1

Fig. 36. Ménsula cargada a lo largo del canto segtn [37]: a) armadura, b), ¢) y d) modelos de calculo

1 ap +0,5a
4 2—(5}/,&1 _F’Z'——I+H8d) (25)
yd

Mientras que las barras inclinadas en un angulo a, mayor de 30° y no superior a 60°, las cuales soportan la parte
inferior de la viga perpendicular a la ménsula, deberfan presentar un area transversal 4, derivada de la formula

0,5F;,
Ay > L(__r 5 j (26)

fra | sena

Por otra parte, se afiadirian estribos horizontales distribuidos uniformemente a lo largo del canto de la ménsula con
area transversal como se indica abajo

0,5F
S v,Sd

swh = (2 7)
fywd

Si a,/h > 0,6 deberiamos adicionalmente distribuir estribos verticales (Fig. 37) en la seccion del borde del pilar al
borde interno de la viga con un area transversal

sy 2 23t (28)
A82
1 V'/ A ASW,VZ
sy 7 A,
e
m s b
7 :
| 5

Fig. 37. Armadura de una ménsula corta de a,. /h > 0,6 cargada a lo largo del canto segun [37]
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Independent from horizontal and vertical stirrups, suspension stirrups (Fig. 36 and 37) should be concentrated
at a short section in the direct neighbourhood of the beam, of total cross sectional area

S O'SE’,S(I

swyy = f
ywd

(29)

4. DAPPED-END BEAMS

The primary difference between corbel and dapped-end beam is that the inclined compressive force of corbel
finds intractable support in component compressive force F_,, applying in the compressed column edge region
(Fig. 38a), whereas in the case of dapped-end beam the role is significantly taken over by a mare flabby tie F,
made from bent bars (Fig. 38b) or vertical I, if vertical suspension stirrups are used (Fig. 38c).

Fig. 38. Truss models: a) corbel, b) and c) dapped-end beam

The course of principal stresses trajectories in concave corner of beam corbels before cracking is presented in
Fig. 39. Visible great stress concentration in concave corbels results in this region being exactly where the first
crack appears, which — if the reinforcement is improperly structured — can lead to the loss of load carrying
capacity.

Fig. 39. Trajectories of principal stresses before cracking

Difference in states of stresses and crack morphology of dapped-end beams as compared to corbels received
wider attention inter alia in the works of Godycki [12], Windisch [54], Hahn [18], Manna [23] and Cook and
Mitchell [3].

Only a few experimental tests of dapped-end beams can be found in technical literature. The first to be
mentioned are experimental tests carried out by Steinle [47] at Otto Graf Institut — Stuttgart in middle
seventies last century. In the same period in Poland research of dapped-end beams, as a connection element
of jointed beams in a prefabricated SBO system (half joints), created on the base of 'H’ frame concept, were
carried out by Zakrzewski [66]. The latest experimental research includes tests by Chen and others [4] along
with tests carried out at the Technical University of Gdaask by Godycki — Cwirko and Nagrodzka — Godycka
[30, 32].
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Independientemente de los estribos horizontales y verticales (Fig. 36 y 37), los estribos de cuelgue deberian estar
concentrados en una pequefia seccidn en las proximidades directas de la viga, con un area transversal

0,5F,
> V.,Sd

Asw,v 2 =
‘fywd

(29)

4. VIGAS DE APOYO A MEDIA MADERA

La primera diferencia entre las ménsulas y las vigas de apoyo a media madera es que la fuerza inclinada de
compresion de la ménsula encuentra un apoyo complicado para la componente de la fuerza de compresion F,,
aplicada en la region comprimida de la fibra del pilar (Fig. 38a), mientras que en el caso de vigas de apoyo de media
madera dicho papel es llevado a cabo fundamentalmente por un tirante /', mas débil materializado a partir de barras
dobladas (Fig. 38b) o por uno vertical ', si se usan estribos verticales de cuelgue (Fig. 38c).

c)

A !// y Fsn ,’:
H Ry FC/B/ !
FV av ﬂ/’ FSB |
Be——>
I

+—t

Fig. 38. Modelos de celosia: a) ménsula, b) y ¢) viga con apoyo a media madera

La direccion de las trayectorias de las tensiones principales en la esquina céncava de las ménsulas antes de la
fisuracion son presentadas en Fig. 39. La concentracion visible de grandes tensiones en las ménsulas concavas se
presenta en esta zona exactamente donde aparece la primera fisura, la cual — si la armadura esta distribuida de un
modo inadecuado — puede conducir a la pérdida de la capacidad resistente.

Fig. 39. Trayectorias de las tensiones principales antes de la fisuracion

La diferencia entre los estados tensionales y el esquema de fisuracién de las vigas con apoyo a media madera si
las comparamos con las ménsulas recibe una mayor atencion en los trabajos de Godycki [12], Windisch [54], Hahn
[18], Manna [23] y Cook y Mitchell [3].

Sélo unos pocos de ensayos sobre vigas con apoyo a media madera pueden encontrarse en la literatura. Los
primeros a mencionar son los ensayos experimentales llevados a cabo por Steinle [47] en el Otto Graf Institut-
Stuttgart a mediados de la década de los setenta del siglo pasado. En el mismo periodo se investigo en Polonia sobre
las vigas con apoyo a media madera, como un elemento de conexion entre las vigas articuladas para el sistema
prefabricado SBO (semijuntas), creadas en la base del concepto de viga “H”, y los ensayos fueron llevados a cabo
por Zakrzewski [56]. Las Ultimas investigaciones experimentales incluyen ensayos de Chen y otros [4] con ensayos
llevados a cabo en la Technical University of Gdansk por Godycki — Cwirko y Nagrodzka ~ Godycka [30, 32].
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4.1. DESIGN OF DAPPED-END BEAMS ACCORDING TO PN 02 [37]

The European standard regulations concerning dapped-end beams are modest. The prEC2 [38] European
standard merely lists two truss models, which refer to the shapes of orthogonal and inclined-trajectorial
reinforcement.

One of the two truss models presented in Fig. 40 can be used for designing of dapped-end beams corbels in
compliance with PN 02 [37]. The models have been adopted from the final version of pr EN 1992-1-1 [38].

l - 2 e l o >t -
YR y Y R \ /
SN e 4 SN A \
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H Y Y H ' Y
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Fig. 40. Truss models of beam corbels according to prEC2 [38] and PN 02 [37]: a) orthogonal reinforcement, b) inclined
reinforcement

The design rules provided in PN 02 [37] refer to dapped-end beams that as regards arm /, and height 7, (Fig.
40) meet the following conditions:

I,<h, and 0.3h<h, <0.7h,
where the width of dapped-end beam and its depth have to comply with the following:

F, . <F

¥Sd

Rdmax = 0-28 f4 0 b - d, (30)

In formula (28) design value of concrete compressive strength f, , should be adopted with factor o, = 0.85.

The truss model (Fig. 40a) serves to calculate vertical stirrups directly neighbouring on the dapped-end. The
model in Fig. 40b in turn, serves to calculate the cross-section of reinforcement, where inclined bars are used.

In both cases cooperation with corbel horizontal reinforcement is assumed, which should comply with (31) and
(32).

ay +d
(FV,SH IZ +0.5Fy, g4 -cotd + HSJJ (31
3

A, > —(05F, o + Hy) (32)

L
fyd
where: a,, — distance from the force application axis to the dapped-end (Fig. 40),

z, — internal forces arm, which can be z, = O.8dk,

a’ — distance from the vertical dapped-end to the suspension reinforcement gravity centre (Fig. 40a, b).

The main reinforcement calculated this way should always be extended beyond dapped-end edge for a distance
not smaller than h —d, + [,
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4.1. DISENO DE VIGAS CON APOYO A MEDIA MADERA SEGUN EL PN 02 [37]

Las normativas europeas que tienen en cuenta las vigas con apoyo a media madera son escasas. La normativa
europea pr EC2 [38] incluye meramente dos modelos de celosia, los cuales se refieren a las disposiciones
ortogonales e inclinadas de la armadura.

Uno de los dos modelos de celosia presentado en Fig. 40 puede ser usado para el disefio de las ménsulas de las
vigas con apoyo a media madera de acuerdo con el PN 02 [37]. Los modelos han sido adoptados para la version
final del pr EN 1992-1-1 [38].

E sq s ¥ o\ 4 Ecsa o\

! ,> -4 | i e s EET R -
I ) i 1

i i Ay _g‘ E Ay i

/e v Ik

— —k

Fig. 40. Modelos de celosia de ménsulas segun prEC2 [38] y PN 02 [37]: a) armadura ortogonal, b) armadura inclinada

Las reglas de disefio de la PN 02 [37] referidas a las vigas con apoyo a media madera consideran el brazo /, y la
altura i, (Fig. 40) para presentar las siguientes condiciones:

[,<h, and 0,3h<h <0.7h,
donde el ancho de la viga a media madera y su canto tienen que satisfacer lo siguiente:

FI{Sd <F

¥Rd max = 0’28fcd b dk (30)
En la férmula (28) el valor de disefio de la resistencia a compresién del hormigén f, , deberia ser adoptado con el
factor a_, = 0,85.

El modelo de celosia (Fig. 40a) sirve para calcular los estribos verticales que estan junto al apoyo en ménsula. El
modelo de la Fig. 40b a su vez, sirve para calcular la armadura transversal, donde se usan barras inclinadas. En
ambos casos se asume la cooperacién con la armadura horizontal de la ménsula, la cual debe satisfacer (31) y (32).

, +da
A ZL[FV,S(, W 0,5F, g -cotb, +Hde (31)
Zg

1
A4, 2 —(O’SFV,S(I + HSd) (32)
yd

donde: a, — distancia del eje de la fuerza de aplicacion al apoyo (Fig. 40)
z, — brazo de fuerzas internas, el cual puede ser z, = 0,84d,,
a’ — Distancia del apoyo vertical al centro de gravedad de la armadura colgada (Fig. 40a, b).

La armadura principal calculada de este modo deberia siempre ser prolongada mas alla del apoyo a media madera
en una distancia no menor que h —d, + [,
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At the depth and length of the dapped-end beam one should moreover use vertical and horizontal stirrups in two
or more planes, designed for force £, ¢,/3 in both of the two directions.

When using stirrups in orthogonal arrangement the suspension reinforcement section to be derived from the
condition:

S 1.3Fy g +03H g,

Axw,V =
f ywd

(33)

Suspension reinforcement calculated this way should be distributed over a section of ca. 0.2/ from the dapped-
end edge.

When using inclined bars inclined at the a angle to the beam axis, the reinforcement section is to be calculated
from the following formula:

F‘V Sd

A, 2—
f,,d -sina

st

(34)

In a beam with rectangular dapped-end, not including inclined bars, at the dapped-end edge stirrups designed
for the force 0.3(F g, + Hg,) should be used. Numerical corbel design example as in PN 02 [37] can be found in
work [15].

When designing dapped-end beams one should shaped the reinforcement so that there is no slip of the
orthogonal bars or of the inclined bars if any. If bars of 20 mm in diameter and larger are used, it is necessary
to use anchors in the form of steel plates 20 mm thick with bored whole, into which the bar is introduced and
enfolded with a fillet weld. In order to obtain adequate anchorage the external diameter of the plate should meet
condition D z 5¢, where ¢ is a diameter of the anchored bar. One can also, as in the American Standard ACI-
318, provide anchorage through welding on crosswise bars of diameter identical to the anchored reinforcement.

The bearing plate, through which external forces Fv,sa and Hg, are transferred onto the concrete should also be
inspected for their pressure on the concrete. For small-dimensioned plates, apart from meeting the condition of
bearing strength concrete, one should additionally — apart from formula (30), check the depth of the dapped-end
beam against conditions (35a and b), which have not been introduced in prEC2 [38] nor PN 02 [37].

For orthogonal reinforcement

d. > Fy sa 35
* 70256 £, (35a)
For inclined reinforcement at the o angle
Fy sa
d, >———
¢ 0.25b- f.; - tana (35b)

The concrete compressive strength f_, in both cases should be assumed with factor ¢, = 0.85.

In the beam shear region, from the side where the dapped-end beam is situated shear reinforcement should be
used according to the general rules for shear of the PN 02 standard [37], assuming the concrete compression
strut inclination angle of 0 = 45°,

Due to small number of experimental tests results, the standard formulas in PNO2 for dapped-end beams were

verified against merely 10 dapped-end beams from tests [30, 32]. The changing parameters in these tests were
the main reinforcement ratio, type of reinforcement at dapped-end beam and a /d, ratio. For average strength
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En el canto y largo de la viga con apoyo a media madera podriamos también usar estribos verticales y horizontales
en dos 0 mas planos, disefiados para una fuerza F, ., /3 en ambas direcciones.

Cuando usamos barras ortogonales, la seccion de la armadura de cuelgue se derivaria de la siguiente condicion:

L3F, g +0.3H g,

sw, =
f;awl

(33)

La armadura suspendida calculada de este modo deberia estar distribuida en una seccidn a una distancia
aproximadamente 0,2/ del borde del apoyo.

Cuando usamos barras inclinadas en un angulo a respecto a los ejes de la viga, la seccion de la armadura se
calcula con la siguiente férmula:

A, 2V (34)

En una viga con un apoyo de media madera rectangular sin incluir barras inclinadas en el borde del apoyo deberian
usarse estribos disefiados para una fuerza 0,3 (F, g, + Hg,). Un ejemplo numérico del disefio de este tipo de
ménsula segun el PN 02 [37] puede ser encontrado en el trabajo [15].

Para disefiar vigas con apoyo a media madera debemos disponer la armadura para que no haya ningun
deslizamiento de las barras ortogonales o de las barras inclinadas si las hubiera. Si utilizamos barras con un
diametro 20 mm o mayor, es necesario usar anclajes en la forma de placas de acero de 20 mm de espesor con
agujeros, en los cuales la barra se introduce y se rodea con un cordén de soldadura. Para obtener un anclaje
adecuado, el diametro externo de la placa deberia presentar la condicién D 2 5¢, donde ¢ es el diametro de la barra
anclada. Podemos también, como en la normativa americana ACI-318, disponer el anclaje a través de una soldadura
sobre barras transversales de diametro idéntico a la de la armadura anclada.

La plancha de apoyo, a través de la cual las fuerzas externas F, o,y Hg, son transferidas al hormigén debe también
inspeccionarse debido a las presiones ejercidas sobre el hormigon. Para apoyos de pequefias dimensiones, a parte
de cumplir la condicion resistente del hormigén del apoyo, debemos adicionalmente — aparte de la férmula (30),
comprobar el canto de la viga con apoyo a media madera con respeto a las condiciones (35a y b), las cuales no han
sido introducidas en el pr EC2 [38] ni en la PN 02 [37].

Para armadura ortogonal

FV,S(I
*7 0,250 £y (35a)

Para armadura inclinada en un dngulo

F'V ,Sd

dy >————>———
0,255 f,; -tana

(35b)

La resistencia de compresién del hormigén f,, debe ser asumida en ambos casos con un factor a_. = 0,85.

En la regidon de cortante de la viga, en la cara donde se situa la viga con apoyo a media madera, la armadura de
cortante debe usarse de acuerdo con las reglas generales para cortante de la normativa PN 02 [37] asumiendo que
el angulo de inclinacién de la biela de compresién del hormigon es 8 = 45°,

Debido al pequefio nimero de resultados de ensayos experimentales, las formulas en PN 02 para vigas con apoyo
a media madera fueron contrastadas solamente con diez de ellas de los ensayos [30, 32]. Los parametros de estos
ensayos fueron la cuantia de la armadura principal, el tipo de armadura en la viga de apoyo a media madera y la
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K V.exp

values from the experimental tests f, and o, = 1.0 average ratio of 7= =145 was obtained; at standard

deviation of s = 0.35 and coefficient of variation v = 0.24. Vcal
The value of y,, factor, derived in the same way as above (vide p.2 and p. 3) is

0.8

=% 132 < p=145
YR =1 64024 g

The calculations above show that the calculation formulas adopted in the analysis of the tests results sufficiently
account for the model uncertainty.

5. CONCLUSIONS

The truss model, which includes the variable of depth of the concrete compression zone, and the changeable
arm of internal forces, serves adequately to mirror the state of load carrying capacity of corbels.

Such approach was suggested by Franz [11] and further developed by Nagrodzka-Godycka [27] and [28] as
regards the use of concrete compressive and shear strength by means of Mohr hypothesis, and was successfully
verified through tests by Kriz and Raths [20] and Mattock and others [24] — Fig. 17.

Derived according to [22] the value of partial safety factor covering uncertainty in the resistance model y,, was

V exp

not higher than 5: what confirmed of formulas resuiting from calculation model.
V.,eal

The results obtained according to PN 02 standard, compliant with the European standard provisions, for corbels
of aF/h > 0.3 were verified based on the results of tests of 67 different corbels, and the following ratio was

obtained 77 = Frew _ 1.16.

V.,cal
The calculation model according to PN 02 for extremely short corbels (a,/d < 0.3), as regards its merits refers
to the real cracking and failure mode. The verification of calculation results based on tests results carried out for

- Fy
56 extremely short corbels gave the average ratio of 7 = e 139,
V,eal
In both cases for a,/h > 0.3 and a,/d < 0.3 the value of partial safety y,, was lower than the value the value
what means that the standard calculation formulas account satisfactory the model uncertainty.

The amount of experimental knowledge is the poorest as regards the dapped-end beams. This reflects in the
standard recommendations. The verification of the results calculated in accordance with PN 02 with the results

. . - FV,exp
of experimental tests gave the following n=-——=145.
V.cal
Summing up, it can be confirmed that the design guidelines for corbels postulated in the European and the
Polish PN 02 standards, based on equivalent truss model lead to safe solutions, provided that the reinforcement
shape and anchorage is proper.

Additional research would be needed for extremely short corbels and dapped-end beam. Whereas the standard
regulations entirely leave out cantilever of deep beams, collar corbels or precast corbels mounted on reinforced
concrete elements executed “in situ”.

LITERATURE

[1] BELARBI A,, HSU T.T.C.: Constitutive L.aws of Softened Concrete in Biaxial Tension- Compression, ACI
Structural Journal, V. 92, No. 5, September - October 1995.

[2] CEB-FIP Recommendations: Practical Design of Structural Concrete, September 1999.

158 i - . . ' INTEMAC QUATERLY No 69 - 1th QUARTER 08



relacion a /d, Para valores medios de resistencia de los ensayos experimentales f y a,, = 1,0 se obtuvo una media

- Iy L . - o
n=—2=0 =145 ; con una desviacién estandar de s = 0,35 y un coeficiente de variacién v = 0,24,
V cal

El valor del factor y,,, derivado del mismo que antes (ver p.2y p.3) es

0.8

=" =132 < =145
1-1,64-0,24

Vrd

Los calculos anteriores muestran que las férmulas de calculo adoptadas en el analisis de los resultados de los
ensayos tienen suficientemente en cuenta el Modelo de Incertidumbre.

5. CONCLUSIONES

El modelo de celosia, el cual incluye una profundidad variable de la zona de compresion del hormigén, y un brazo
no constante de fuerzas internas, sirve adecuadamente para explicar el estado de la capacidad resistente de las
ménsulas cortas.

Dicha consideracién fue enunciada por Franz [11] y mas adelante fue desarrollada por Nagrodzka-Godycka [27] y
[28] teniendo en cuenta la resistencia a compresion y a cortante mediante la hipotesis del circulo de Mobhr, y fue
contrastada con éxito mediante los ensayos de Kriz y Raths [20] y Mattock y otros [24] — Fig. 17.

Se obtiene, segln [22], que el valor del coeficiente parcial de seguridad que cubre la incertidumbre del modelo

F}’ LeXp

resistente y., no era mayor que 77 = lo que fue confirmado mediante férmulas resultantes del modelo de célculo

V,cal
Los resultados obtenidos por la normativa PN 02, de acuerdo con la normativa europea, para ménsulas con a,./d >
0,3, fueron contrastados en base a los resultados de los ensayos sobre 67 ménsulas cortas distintas, y se obtuvo

o o= Frey

la siguiente relacion 77 = =1,16.
Veal
Debemos tener en consideracion el modelo de célculo segin la PN 02 para ménsulas extremadamente cortas (a,
/d <0,3) en cuanto a lo que se refiere a fisuracidn real y a modo de fallo. La verificacién de los resultados de célculo
se basan en ensayos llevados a cabo para 56 ménsulas extremadamente cortas que arrojaron una media de
F,
v,

P 1,39,

V,cal

5:

En ambos casos para a,/h > 0,3y a,/d< 0,3 el valor del coeficiente parcial de seguridad y., fue mas bajo que el
valor lo que significa que las férmulas estadndar de cdlculo satisfacen el modelo de incertidumbre.

La cantidad de conocimiento experimental es mas pobre respecto a las vigas con apoyo a media madera. Esto se
refleja en las recomendaciones normativas. La verificacién de los resultados calculados de acuerdo con PN 02 y

con los resultados de los ensayos experimentales arrojaron la siguiente 77 = —%p— =1,45.

Vcal
Resumiendo, puede afirmarse que las normas de disefio para ménsulas cortas postuladas en las normativas
europeas y en la polaca PN 02, se basan en un modelo de celosia equivalente que conduce a soluciones del lado
de la seguridad, teniendo en cuenta que la distribucion de la armadura y los anclajes son apropiados.

Se necesitaria un investigacién adicional para ménsulas extremadamente cortas y vigas con apoyo a media madera.
Mientras que las normativas dejan fuera totalmente a las vigas de gran canto en voladizo, las ménsulas perimetrales
o a las ménsulas prefabricadas colocadas en elementos de hormigén armado ejecutados “in situ”.
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de presiones de la prensa sobre la probeta asi como los aspectos

particulares del ensayo de hormigones de alta resistencia.

30 minutos-25€

Fabricacién y control de calidad de barras y
mallas para hormigén armado.

N°2002(1-2)

Muestra el proceso de laminacion en fébrica de las barras y
alambres, la fabricacién de mallas y los ensayos de traccion,
doblado, arrancamiento de nudos y determinacion de las
caracteristicas geométricas del corrugado y el ensayo de Beam-
test para la determinacion de las caracteristicas de adherencia.

30 minutos-25€

Compresién centrada en hormigén armado.

N°2002 (1-4)

Contempla la rotura de siete pilares a escala real, varmndo

resmencnas de hormigén desde 25 N/mm’ a 100N/mm’, las
de armaduras, la ion de estribos y la velocidad de

carga conectando todo ello con las formulas de calculo.

35 minutos-25€

Flexi6én simple en hormigén armado.

N°2002 (1-3)

Incluye el ensayo a rotura de cinco vigas a escala real, con
diferentes cuantias y diferentes desarrollos de adherencia
conectando todo ello con las formulas de célculo.

35 minutos-25€

Esfuerzo cortante en hormigén armado.

N°2002 (1-5)

Muestra el ensayo a rotura de cinco vigas a escala real, con
diferentes formas de rotura por corte (Traccién diagonal, corte
flexion, compresion diagonal, etc.) conectando todo ello con las
formulas de célculo.

25 minutos - 25 €

BOLETIN

BOLETIN
BIBLIOGRAFICO

BIBLIOGRAFICO

INTEMAC viene realizando desde su fundacién un
BOLETIN BIBLIOGRAFICO para uso interno, que ofrece,
en una lectura rapida, un panorama general de
todas las publicaciones técnicas disponibles. Desde 1991,
esta publicacion bimestral, ha sido puesta a disposicién del piblico.

EL BOLETIN BIBLIOGRAFICO incluye:

Fotocopia del indice y de los resiimenes de los articulos contenidos en las 105 revistas técnicas que se
reciben en el Instituto referentes a los campos de la Edificacion, Instalaciones, Obras Piblicas y Urbanismo.
Una seccion de Normativa reciente, nacional y extranjera.

Secciones de Bibliografia y Cursos.
Una seccion de Congresos, Reuniones Técnicas y Ferias de proxima
celebracién en todo el mundo.

Tarifa de suscripcion anual (6 nimeros) 200 €

Consulte otras publicaciones

www.intemac.es
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/ Fichas de
s ‘ e ejecucion de obras
1 DEF::ORMIGON ARMADO de hOTngOﬁ-
e Ees— = '
3 ‘ =3 = ¥ Ejecucion y control de
Patologia de estructuras de : Fichas de ejecucion de estructuras de hormigén
hormigén armado y pretensado ‘ obras de hormigon J. Calavera, P. Alagjos Gutiérrez,
Al LD, oy
2° edicion (2 tomos) : 2% edicion ‘ J. Femandez Gémez, E. Gonzalez Valle,
J. Calavera (Dr. Ingeniero de Caminos) : ! J. Calavera (Dr. Ingeniero de Caminos) F. Rodriguez Garcia

Precio: 135 € Precio: 56 € | Precio: 113 €

N

L MAC

Manual para la
redaccion de
informes técnicos en
construccion

PROYECTO DE
[ESTRUCTURAS DE
HORMIGON CON
ARMADURAS
INDUSTRIALIZADAS

J. Calavera Ruix

% ‘ _ Proyecto de estructuras de  Calculo, construccion,
Manual para la redaccion Manual de Ferralla hormigon con armaduras patologia y rehabilitacion.

de informes técnicos en ' 37 edicion - industrializadas ~ de forjados de edificacion
construccion ~ J. Calavera, E. Gonzélez Valle - J. Calavera, E. Gonz4lez Valle, 2~ 6% ellicion 7~ 7
J. Calavera (Dr. Ingeniero de Caminos) J. Feméndez Gomez, F. Valenciano J. Femnéandez Gémez, F. Valenciano J. Calavera (Dr. Ingeniero de Caminos)-.
Precio: 80 € Precio: 45 € = Precio: 50 € Precio: 113 €
: ’ : ® Ellibro y el CD-ROM pueden adquirirse ™
~ g & ; conjuntamente o por separado .
= s “ >

Evaluacién de la
capacidad resistente
de estructuras de
hormigon e
— Muros de contencion
s y os de sétano

L
Evaluacién de la capacidad : 7 -, Cilculo de flechas en
resistente de estructuras de Muros de contencion y estructuras de hormigén = :
hormigén muros de sétano armado Manual de detalles constructivos
J. Feméndez Gomez, G. Gonzélez Isabel, 37 edicion J. Calavera (Dr. Ingeniero de Caminos) . en obras del hormigén armado
F. Hostalet Alba, J. M* Izquierdo ,J. Ley Urzaiz J. Calavera (Dr. Ingeniero de Caminos) L. Garcfa Dutari (Ingeniero Civil) J. Calavera (Dr. Ingeniero de Caminos)

Precio: 53 € Libro: 123 € - CD-ROM 198 €

Precio: 64 € Precio: 80 €

77 METIRE UT SCIAS
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INTEMAC | £
Mario Roso de Luna, 29, Ed. 12 - 28022 MADRID Clculo de estructuras — "
TEL.: 91327 74 00 « FAX: 91 327 74 20 de cimentacion Hormigon de alta Tecnologia y propiedades
e-mail: mte.mac@mtemac.es 42 edicion resistencia mecanicas de hormigén
www.intemac.es J. Calavera (Dr. Ingeniero de Caminos) G. Gonzalez-Isabel (Ingeniero Técnico de O. P.) A. Delibes (Dr. Ingeniero de Caminos)

Precio: 80 € Precio: 47 € Precio: 57 €



